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RESUMEN

El concepto de caos o dinamica compleja ha sido exhaustiva-
mente estudiado durante varias décadas, ello debido tanto por
la riqueza intrinseca de esta teoria, como por sus diversas apli-
caciones en el modelamiento y solucion de problemas reales.
En este contexto, cuando estudiamos la evolucion en el tiem-
po de un sistema dinamico y asumimos que esa dinamica viene
dada por una cierta funcion f definida y con valores sobre un
cierto espacio X entonces, para cada elemento x perteneciente
a X, su orbita bajo iteracion x, f(x), f°(x), f(x),... describe como
se mueve el ‘estado’ x sobre el espacio X via la dindmica indu-
cida por f. Por otro lado, algunas veces no es suficiente cono-

cer esta dindmica individual, sino que necesitamos saber como
se mueven conjuntos de puntos en el espacio base X (como por
ejemplo, en el estudio de fenomenos migratorios, demogrdficos
o epidemiologicos), y esto nos lleva al analisis de problemas de
dinamica colectiva. En este articulo estudiamos algunas cone-
xiones entre dinamica individual y dinamica colectiva y, en esta
direccion, las preguntas fundamentales que intentamos respon-
der son las siguientes: ;Cudl es la relacion entre la dinamica
del movimiento individual y la dinamica del movimiento colec-
tivo? ;Caos individual o dinamica individual compleja implica
caos o dinamica colectiva compleja? ;Y viceversa?

s conocido que una am-
plia variedad de proble-
mas reales pueden ser
modelados mediante un
sistema dinamico discreto (SDD) del tipo

X = fx,), ;€ X, n = 1,2,... 1)

donde (X, d) es un espacio métrico y
f:X— X es una funciéon continua.

Un aspecto esencial en
el SDD de la Eq. (1) es comprender el
comportamiento de cada una de sus Or-
bitas x, f(x), f*(x),..., f*(x) cuando n
tiende a infinito. Esto significa conocer

el destino final de cada orbita y, gene-
ralmente, esta es una tarea compleja. En
cierto sentido, el estudio de las orbitas
en un SDD nos dice como se mueven
(en tiempo discreto) los puntos en el es-
pacio base X y, en muchos casos, estas
orbitas presentan una estructura caotica.

A pesar de no conside-
rar elementos aleatorios, no es posible
predecir el comportamiento de un siste-
ma caotico. ;Una mariposa en Brasil po-
dria causar un tornado en Texas?, inte-
rrogante que fuera planteada por Lorenz
(1963). Méas generalmente, ;el comporta-
miento de un sistema podria ser ines-

table respecto de perturbaciones de pe-
quefla amplitud?

Muchos sistemas biolo-
gicos muestran un comportamiento dina-
mico complejo, tales como caos y oscila-
ciones de varios tipos. En particular,
(somos capaces de predecir el destino de
las poblaciones para su desarrollo y
conservacion?

Son relevantes referen-
cias como Turchin (2003) y Strogatz
(2000), en donde se introduce la nocion
de caos y de sistemas complejos motiva-
dos por ejemplos provenientes de las
ciencias biologicas y de la ecologia, res-
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pectivamente, asi como también Cushing
et al. (2000) donde los autores muestran
que la complejidad puede ser derivada
integrando mecanismos bioldgicos a sim-
ples modelos matematicos.

Por otro lado, la transi-
cion al caos multivoco se va generando
naturalmente por una razén muy simple,
y es que algunas veces no es suficiente
conocer esta dindmica individual, sino
que necesitamos saber como se mueven
conjuntos de puntos en el espacio
base X, y esto nos lleva a un problema
de dinamica colectiva, es decir, al anali-
sis de sistemas dindmicos discretos mul-
tivocos (SDDM).

Por ejemplo, hoy en dia
es usual colocar transmisores especiales
sobre diferentes especies bioldgicas para
saber como ellas se desplazan dentro de
su habitat. Asi, si denotamos por X el
habitat de una especie dada y elegimos
un representante individual xEX, enton-
ces podemos obtener informacion acerca
del movimiento de x en el ecosistema X
y, de esta forma, podemos construir una
funcion de desplazamiento individual
f:X—-X.

Eventualmente, esta fun-
cioén puede ser caotica (i.e., poseer una di-
namica compleja) o no, pero la cuestion
fundamental es (Cual es la relacion entre
la dinamica del movimiento individual y
la dinamica del movimiento colectivo?
(Dindmica individual compleja implica di-
namica colectiva compleja? ;Y viceversa?

Estas son las preguntas
principales que motivan este trabajo, y
las cuales intentaremos responder aunque
sea parcialmente, para lo cual presenta-
mos una recopilacion de algunos de los
principales resultados obtenidos en esta
direccion en los ultimos afios.

Preliminares

En este trabajo, usare-
mos el concepto de caos o dinadmica
compleja en el sentido de Devaney
(1989). Esto significa que si (X, d) es un
espacio métrico y f:X—X es una fun-
cion continua, entonces decimos que f es
cadtica si verifica las siguientes tres
condiciones:

a) f es topolégicamente transitiva, es de-
cir, para todo par de subconjuntos abier-
tos no vacios U y V de X existe un nu-
mero natural k tal que f5(U) NV # @.

b) f posee densidad periodica, es decir, el
conjunto de los puntos periodicos de f es
denso en X.

¢) f es sensitivamente dependiente a las
condiciones iniciales, es decir, existe 6>0
(constante de sensitividad) tal que para
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todo elemento xE€X y toda vecindad V
de x, existen un punto y € V y un ente-
ro no negativo n tales que

d((x), f(y)) = 8.

Diremos que una fun-
cion continua f:X—X posee dinadmica
compleja cuando, salvo casos triviales,
posee alguna de estas propiedades. Por
ejemplo, la funcion identidad no satisface
a) ni c). Sin embargo, a pesar de que
cada x€X es un punto periddico, ella no
posee dinamica compleja.

Antes de entrar en as-
pectos mas técnicos, describamos en pa-
labras el significado practico de caos se-
gun Devaney (1989). Primero, la condi-
cion a) utiliza el concepto de conjunto
abierto U que en esencia significa que
cada x€U es un punto interior, i, €., X
(estado) posee la propiedad de poder mo-
verse dentro de U en cualquier direccion
de U, pero este movimiento podria no
alejarlo demasiado de x. Luego, a) nos
dice que la iteracion bajo f de cualquier
abierto U debera alcanzar cualquier
abierto V de X.

Un buen ejemplo de
esta situacion se produce cuando preten-
demos distribuir en forma homogénea el
azucar en una taza de café con una
cuchara.

Un estado x se dice pe-
riédico para la dindmica determinada por
f, si después de dar un paseo por X a
través de un nimero finito de iteraciones
de f, volvemos a x. Entonces, la condi-
cion b) impone la existencia de un estado
periddico en cada abierto de X. Mas que
esto, cada estado de X puede ser aproxi-
mado por una sucesion de estados perio-
dicos. Un excelente ejemplo de esta si-
tuacién es la dindmica determinada por
el juego de billar ‘sin roce’, en el cual la
bola se mueve en forma indefinida.

En efecto, si cada banda
de la mesa es representada por el inter-
valo cerrado de extremos 0 y 1, se sabe
que al golpear en un numero racional de
una determinada banda, ésta continuara
golpeando bandas sdlo en coordenadas
racionales. Ademas, en un nimero finito
de pasos la bola regresara al estado ini-
cial y asi sucesivamente. Entonces, esta
dindmica posee un conjunto denso de es-
tados periddicos en cada una de las cua-
tro bandas. Si por el contrario la bola
inicia en una coordenada irracional, ob-
tendremos una Orbita densa que se rela-
ciona directamente con la condicién a).
Véase Ejemplo 1 mas adelante.

Finalmente, la condicion
de sensitividad exige la existencia de una
constante positiva & tal que, para cada
estado x del sistema, existe un estado y
proximo de x, de tal forma que alguna

iteracion simultanea de x e y, separa am-
bos estados en una distancia superior a 9.
Este tipo de fenomeno fue observado por
primera vez por Lorenz (1963), quien era
experto en dindmica climatica, y estable-
ce sin duda alguna que, a pesar de que la
dinamica considerada es continua, ‘mues-
tras’ muy cercanas pueden estar alejadas
en un futuro finito.

Invitamos al lector a re-
flexionar sobre estas ideas y, sobre todo,
a intentar descubrir la complejidad de los
sistemas sociales, bioldgicos, ecoldgicos,
economicos, etc., con los cuales trabaja
diariamente.

Si (X, d) es un espacio
métrico y f:X—X es una funcion conti-
nua, decimos que (X, f) o (X, d, f) es un
sistema dinamico.

Observacion 1. Es im-
portante destacar que si X no tiene puntos
aislados, entonces basta que exista una or-
bita densa para que f sea transitiva. De
hecho muchos autores definen la transiti-
vidad como equivalente a la existencia de
una orbita densa pero, en rigor, esta equi-
valencia se da bajo algunas restricciones,
por ejemplo que el espacio sea compacto
y sin puntos aislados (Devaney, 1989;
Kolyada y Snoha, 1997). Este es exacta-
mente el caso de la dinamica del billar
para una coordenada inicial irracional.

También cabe notar que,
especialmente en el ambito de las cien-
cias aplicadas, la sensitividad ha sido
usualmente considerada como la idea
central del caos; sin embargo, a comien-
zos de los afios 90 sorpresivamente fue
probado que la transitividad junto con la
densidad de puntos periddicos implican
dependencia sensitiva (Banks et al,
1992). Més aun, posteriormente se probo
que para funciones definidas sobre inter-
valos, la transitividad implica caos
(Vellekoop y Berglund, 1994).

Notemos también que,
mientras la transitividad es una propie-
dad de caracter topoldgico, la sensitivi-
dad es una propiedad de tipo métrico y
la densidad de puntos periodicos es de
tipo combinado topologico-algebraico.
Luego, si deseamos relacionar la dindmi-
ca individual con la dinamica colectiva
en el sentido de Devaney, necesitamos
definir una estructura métrica sobre la
clase de subconjuntos de X.

La métrica usual sobre
conjuntos es la distancia de Hausdorff,
pero para que ella esté bien definida de-
bemos restringir la clase de subconjun-
tos; por ejemplo, considerar la clase
K(X) de subconjuntos compactos y no
vacios de X (Klein y Thomson, 1984).

Recordamos que en un
espacio métrico X un subconjunto ACX
es compacto si y solo si es cerrado y
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totalmente acotado (Klein y Thomson,
1984). Si AEK(X) y €>0, definimos la
e-dilatacion de A como el conjunto

N(A, &) = {xEX: d(x, A)<g},
en donde d(x,A)=inf d(x,a).
aEA

Entonces, si A, B € K (X), definimos la
distancia de Hausdorff entre A y B como
H(A; B) = inf{e>0: BCN (A,¢) and ACN
(B; &)}

Para mayores detalles
sobre propiedades de la distancia H véan-
se Nadler (1978), Klein y Thompson
(1984), Illanes y Nadler (1999) Rojas-
Medar et al. (1999), Roman-Flores (2003),
Roman-Flores y Chalco-Cano (2003), y
Romaén-Flores et al. (2011).

De esta forma, dado el
espacio métrico (X, d) podemos conside-
rar el espacio métrico (K(X), H) de la
clase de subconjuntos compactos no va-
cios de X, equipado con la métrica de
Hausdorff H inducida por d el cual, des-
de un punto de vista topoldgico, po-
see la mismas propiedades del espacio
métrico (X, d), tales como separabili-
dad, completitud y compacidad (Klein y
Thomson, 1984).

Como la imagen de un
conjunto compacto por una aplicacion
continua es también un conjunto compac-
to, entonces podemos definir la extension
natural f:K X)—)K(X) de f, mediante
la féormula f A)=f(A)={f(a):aEA} Y,
en consecuencia, extender el sistema di-
namico discreto (Eq. 1) al sistema dina-
mico discreto multivoco siguiente:

A, =f(A), A, EK(X),n=12.... (2

De este modo, estudiar
las conexiones cadticas entre la dinamica
individual y la dinamica colectiva se tradu-
cen, entonces, en estudiar las conexiones
entre la dindmica de f'y la dinamica de f.

Resultados Iniciales

A comienzos de los
2000 aparecieron dos articulos pioneros
en esta area. El primero de ellos estable-
ce algunas conexiones entre la transitivi-
dad de f y la transitividad de f (Roman-
Flores, 2003), mientras que el segundo
establece relaciones dindmicas entre f y
f, que se refieren a la dependencia sen-
sitiva y a la densidad de puntos periodi-
cos (Roman-Flores y Chalco-Cano, 2005).

Observacion 2. Para ser mas justos con
la historia de la dinamica en hiperespa-
cios, debemos citar el articulo (Bauer y
Sigmund, 1975) en donde, en un contexto
algo diferente, ya se mencionan algunos
resultados en dindmica multivoca.
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Nuestros primeros resul-
tados pueden ser enunciados de la forma
siguiente:

Teorema 1. Sean (X, d) un espacio métri-
co y f:X—X una funciéon continua. Si la
extension f:K(X)—>K(X)es transitiva,
entonces f es también transitiva.

En palabras, el Teorema
I establece que la dindamica colectiva de-
terminada por f no puede ser transitiva si
la dindmica individual no lo es. El item
a) del resultado a continuacién expresa lo
mismo respecto de la propiedad de sensi-
tividad. Sin embargo, la condicion b) de-
termina una direccion contraria a las an-
teriores. En efecto.

Teorema 2. Sean (X, d) un espacio métrico
y £:X—X una funcién continua. Entonces, si
(K(X), f) es sensitivamente dependiente,
entonces (X, f) es también sensitivamente
dependiente.

Si X es compacto y (X,
d) posee densidad periodica, entonces
(K (X).f ) también posee densidad periddica.

Ademas, también mos-
tramos que la implicacion reciproca en el Zeo-
rema 1 no es necesariamente cierta, como
lo demuestra el siguiente contra-ejemplo.

Ejemplo 1. Considere la traslacion irracional
del circulo S'= {E R? :|Z| = 1} definida co-

mo T :S'—=S', T, (e“’)=e'(e+m), en don-
de A es un ntimero irracional positivo.

Entonces probaremos que
T, es transitiva pero su extension
T.:K(S')—=K(S')no lo_es. Para ello
usaremos el hecho que T y todas sus
iteraciones T, son aplicaciones conti-
nuas que preservan el diametro (Roman-
Flores, 2003).

Geométricamente, la dis-
tancia de Hausdorff es una medida de si-
militud. En realidad, decir que dos com-
pactos estan ‘cerca’ en la métrica de
Hausdorff implica que sus didmetros es-
tan también proximos. En particular, en
los espacios euclideanos R" significa que
ademaés de proximos, ellos son geométri-
camente similares.

De este modo, si por
ejemplo elegimos un punto z € S' y un
compacto A C S' con diam(A)=1, enton-
ces para £>0 suficientemente pequeilo te-
nemos que las bolas abiertas U = B({z},
€)) y V=B(A, ¢) en el espacio K(S') son
tales que:

K € B({z}e) = didm (K) ~ 0 = didm( T/ (K) | ~ 0
para todo n € N, mientras que
F € B(A.e)=> didm(F)~1=> didm(ﬂ (F)) ~1.

Como un conjunto no pue-
de tener didmetro cercano a 0 y a 1

simultAneamente, se obtiene T (U)NvV=a,
para cada n €N, lo cual implica que T» no
es transitiva.

Observacion 3. Es importante notar que,
para A irracional, T, es siempre transitiva,
no posee puntos periddicos y, puesto que
es una isometria, tampoco puede ser sen-

sitiva. En cambio, si 7\=B

q
ocurre que T, nunca es transitiva. En

efecto, en este caso todo punto es perio-
dico (de periodo q) y, puesto que es una
isometria, tampoco puede ser sensitiva
(Devaney, 1989).

es racional

Avances en Transitividad

En el Teorema 1 estable-
cemos solamente condiciones necesarias
pero no suficientes para la transitividad
de f en relacion con f. Para buscar con-
diciones suficientes se debe hacer uso de
otros dos importantes conceptos en
Teoria de Caos, los cuales son:

* Si (X, d) es un espacio métrico y f:X
— X es una funcion continua, entonces f
es débilmente mezclante (weakly mixing)
sobre X, si la funcién producto fxf es
transitiva sobre XxX en donde (fxf) (x,
y) = (f(x), f(y)) y la distancia en XxX es

p(x, ), (u, v)) = max(d(x, u), d (y, v)).

* Si (x, d) es un espacio métrico y f:X
— X es una funcién continua, entonces f
es mezclante (mixing) sobre X, si para
todo par de abiertos no vacios U y V de
X existe un numero natural N tal que
f*(U)yNV+0,Vk >N.

Puede probarse que vale
la siguiente implicacion (Kolyada, 1997):
f mezclante = f débilmente mezclante =
f transitiva.

Por otro lado, y en cone-
xion con el concepto de funciéon mezclan-
te, Banks (2005) y Peris (2005) probaron
en forma simultanea que:

Teorema 3. Sean (X, d) un espacio métri-
co y f:X—X wuna funciéon continua.
Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes: a) f es débilmente mezclante
sobre X, b) f es débilmente mezclante so-
bre K(X), y ¢) f es transitiva sobre K(X).
Ademas, en el caso mezclante, ambos
prueban el siguiente resultado:

Teorema 4. Sean (X, d) un espacio métri-
co y f:X—>X wuna funciébn continua.
Entonces, las siguientes afirmaciones son
equivalentes: a) f es mezclante sobre X, y
b) f es mezclante sobre K(X).

El Teorema 3 es relevante porque bajo
ciertas hipotesis cierra el Teorema 1. Es
decir, la transitividad de fy de f se pro-
ducen en forma simultanea. Ademas, es-
tablece la equivalencia entre el caos
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individual y el colectivo en el caso débil-
mente mezclante. Analogamente, el Teore-
ma 4 establece la equivalencia entre am-
bos tipos de caos para el caso mezclante.

Observacion 4. En el Ejemplo I mostra-
mos que cuando A es irracional, la trasla-
cion T, es transitiva pero su extension
Ta :k(Sl —>k(S'g no lo es. Asi, de acuer-
do con Teorema 3, esto se debe necesaria-
mente a que T no es débilmente mezclante.

Para ver esto debemos
recurrir a un importante resultado obteni-
do por Furstenberg en los afios 60
(Furstenberg, 1967) el cual puede ser des-
crito del siguiente modo:

Sea (X, d) un sistema
dinamico transitivo y U, V dos abiertos
no-vacios en X. Considere el conjunto

N(U,V)={nEN:f"(U)NV =2},

el cual es obviamente no-vacio. Entonces
la idea basica es que ciertas formas mas
fuertes de la transitividad pueden ser ca-
racterizadas por ciertas propiedades de
los conjuntos N(U,V). En efecto, Furs-
tenberg prueba que f es débilmente mez-
clante si y solo si N(U,V) contiene blo-
ques arbitrariamente grandes de nimeros
naturales consecutivos, para todo par de
abiertos no-vacios U, VCX.

En nuestro caso, sabe-
mos que T, traslada cada punto en S' en
un angulo con longitud de arco 2mA. Asi
entonces, supongamos sin pérdida de ge-
neralidad que O0<A<l vy elijamos dos
abiertos no-vacios arco-conexos particula-
res U, V en §; tales que U = V vy, ade-
mas, long (U) = 2zA.

Se tiene, como T, preser-
va la longitud de arco, el abierto U ‘recorre’
todo S' (y volviéndose a encontrar con U)

como maximo en un tiempo discreto equi-
21 . .

valente a n, =(——|+1 iteraciones.
27\

Mas precisamente, puede
verse que las cadenas consecutivas en
N(U,U)* estan acotadas por n, mientras
que las cadenas en N(U,U) tienen longi-
tud maxima igual a 2. En efecto, mien-
tras U se mueve bajo iteracion por la ac-
cion de T, no puede permanecer interse-
candose a si mismo por mdas tiempo, lo
cual contradice la condicion de Fursten-
berg para que T, sea débilmente mezclan-
te. Asi, por Teorema 3, Tn no puede ser
transitiva.

Avances en Sensitividad

El Teorema 2 a), referen-
te a la relacion entre sensitividad indivi-
dual y sensitividad colectiva, también ha
sido cerrado recientemente. Por una par-
te, Wang et al. (2009) introducen el con-
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cepto de funcion colectivamente sensitiva
del modo siguiente:

Si (x, d) es un espacio
métrico y f:X —X es una funcién conti-
nua, entonces f es colectivamente sensiti-
va, con constante de sensitividad o si
para cualquier nimero finito xi, X, ..., X,
de puntos distintos de X y un &>0 arbi-
trario, existen el mismo namero yi, ya,
..., ¥a de puntos distintos de X yk&N
verificando las siguientes dos condiciones:

(i) d(xi, y;) para todo 1 <i < n;
(i1) existe i,, con 1 < i, < n, tal que
A (x), 1 (vi) = 8,V 1 <

i<n

IN

d(f* (x;,), f* (y) 26, V1<i<n
Obviamente, el concepto
de sensitividad colectiva es mas fuerte que
el de sensitividad. Ahora bien, usando esta
nueva definicion de sensitividad colectiva,
Wang et al. (2009) prueban el siguiente
resultado de caracterizacion de la sensiti-
vidad de f en relacion a f, y viceversa.

Teorema 5. Sean (X, d) un espacio métri-
co compacto y f: X— X una funcion con-
tinua. Las siguientes condiciones son e-
quivalentes: a) (K(X), H, f) es sensitivo,
b) (F(X),H, f) es sensitivo, y ¢) (X,d,f)
es colectivamente sensitivo, en donde
F(X) es la clase de todos los subconjun-
tos finitos y no vacios de X.

En general, es claro en-
tonces que la mera sensitividad de f no
alcanza para implicar la sensitividad de
f. Sin embargo, Wang et al. (2009) no
proveen en sus trabajo un ejemplo de un
sistema dindmico (X, f)_sensitivo y tal
que su extension (K(X), f) sea no-sensi-
tivo. Por otro lado, Sharma y Nagar
(Sharma y Nagar, 2010) utilizan distintas
nociones de sensitividad. En particular
estudian la siguiente:

Si (X, d) es un espacio
métrico y f:X—X es una funciéon conti-
nua, entonces f es fuertemente sensitiva
si existe >0 tal que para cada xEX y
cada &>0, existe n,EN tal que para
todo n>n,, existe yEX con d(x,y)<e y
d(f*(x), 1"(y))>5.

Como era de esperar, es-
ta definicion es mas fuerte que sensitivi-
dad (Sharma y Nagar, 2010) y, como con-
secuencia directa, ellos obtienen que:

Teorema 6. Sean (X, d) un espacio métrico
compacto y f:X—X una funcién continua.
Si (K (X), f) es fuertemente sensitivo, en-
tonces (X, f) es fuertemente sensitivo.
Ademas, Sharma y Na-
gar (2010) muestran un ejemplo de un
sistema dinamico (X, d, f)_sensitivo tal
que su extension (K(X),H, f) es no-sen-
sitivo. Este ejemplo no es simple. De he-
cho, su construccion implica el uso de

elementos de Dinamica Simbolica. Ade-
mas, para el caso fuertemente sensitivo,
Sharma y Nagar (2010) obtienen el si-
guiente significativo resultado:

Teorema 7. Si (X,d,f) es fuertemente sen-
sitivo, entonces (K (X), H, f ) es también fuer-
temente sensitivo.

Asi, combinando el Teore-
ma 6 con el Teorema 7, obtenemos

Teorema 8. Si (X,d,f) es un espacio mé-
trico compacto y f:X—X es una funcion
continua, las siguientes condiciones son
equivalentes: a) (K(X),H, f;) es fuerte-
mente sensitivo, y b) (X,d,f) es fuerte-
mente sensitivo.

Esta es otra forma ele-
gante de cerrar el Teorema 2 a), encon-
trando una definicién apropiada que per-
mite asegurar que en el caso compacto,
este tipo de sensitividad ocurre de mane-
ra simultanea tanto para f como para f.

En conexion con estos re-
sultados, Subrahmonian Moothathu (2007)
muestra que “casi todos los sistemas dina-
micos sensitivos relevantes” son en reali-
dad fuertemente sensitivos. En particular,
esto vale para la clase de funciones inter-
valares, la sensitividad es equivalente a la
sensitividad fuerte y, por esta razon junto
con el Teorema 8, tenemos un nuevo re-
sultado para funciones intervalares:

Teorema 9. Denote por I un intervalo de
la recta. Si f:I—I es una funcién inter-
valar continua, entonces las siguientes condi-
ciones son equivalentes: a) (K(I),H, f)
es sensitivo, y b) (I, d, f) es sensitivo.

Otros Avances Importantes: Caos en
Subespacios Especiales de K(X)

Es conocido que la im-
plicacion reciproca en Teorema 2 parte
b) no es necesariamente cierta. De hecho,
Banks (2005) muestran un ejemplo de un
espacio métrico compacto X y una apli-
cacion continua f: X—X tal que su exten-
sion f posee un conjunto denso de pun-
tos periddicos, pero f no.

Aunque, en general, el
problema de saber cuales son las condi-
ciones que debe cumplir una funcion con-
tinua f:X—X para que la existencia de
un conjunto denso de puntos periddicos
para f implique la existencia de un con-
junto denso de puntos periddicos para f,
es un problema que aiin permanece abier-
to. Pero, al menos, se sabe que sobre
ciertos espacios especiales, tales como ar-
cos y graficas, vale la implicacion reci-
proca en Teorema 2 parte b). Para mayo-
res detalles sobre este punto se puede
consultar a Méndez-Lango (2012), Acosta
et al. (2017) y las referencias alli citadas.

Existen otros factores aso-
ciados al concepto de caos que han ido
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tomando fuerza en los ultimos afios, tales
como la predictibilidad y la incerteza im-
plicita en un sistema dindmico. Una ca-
racteristica que es propia de los sistemas
dindmicos cadticos es que es muy dificil
predecir su evolucion en el tiempo salvo,
quizas, en un periodo muy corto. Un
ejemplo clasico de ello son algunos siste-
mas climaticos, en donde es casi imposi-
ble predecir su estado después de un pe-
riodo largo de tiempo.

Por otra parte, en el mo-
delamiento matematico de fenomenos rea-
les, aparecen normalmente ecuaciones no
lineales en donde es muy dificil establecer
con exactitud los valores de ciertos parame-
tros que es necesario incorporar. Pero esa
inexactitud o incerteza respecto del valor
de tal o cual parametro, en la practica se
traduce en que la dindmica que gobierna tal
fendmeno resulte ser un sistema con dina-
mica simple o altamente compleja.

En general, los sistemas
extendidos (K(X)f) tienen una dinami-
ca mas compleja que el sistema dindmico
inicial (X, f) en el espacio base. Pero lo
sorpresivo es que hay extensiones inter-
medias que pueden tener una dinamica
asombrosamente mas simple que las dos
anteriores.

Por ejemplo, es conocido
que si X es un arco compacto o una gra-
fica compacta (i.e. homeomorfo al interva-
lo [01] o union finita de arcos que se in-
tersectan solo en un punto extremo) y
C(X) es la clase de subconjuntos cerrados,
conexos y no vacios de X, entonces nin-
guna funcion continua f: X — X puede
tener una extension f:C(X)—C(X) que
sea transitiva, para lo cual se puede con-
sultar a Banks (2005) o también a
Meéndez Lango (2012).

En este contexto, recien-
temente Roman-Flores (2016) han probado
un resultado que engloba, sobre interva-
los, al inmediatamente anterior de Banks
(2005). Sin embargo, al enunciar este nue-
vo resultado, debemos recurrir a la teoria
y el lenguaje que son tipicos en los espa-
cios de Baire, donde el concepto de cate-
goria juega un rol fundamental. A conti-
nuacion presentamos algunas ideas bdasicas
sobre estos conceptos:

* Un espacio topologico X es un espacio
de Baire si para cualquier familia contable
{A,/nEN}de cerrados que cubre a X,
existe al menos un A, tal que Int (A,) # Q.

Sea X un espacio de
Baire. Entonces:

* A C X es llamado ‘nunca denso’ si su
clausura no tiene interior, i.e. Int(A)=®.

e Cualquier union contable de conjuntos
nunca densos es llamado conjunto de
‘primera categoria’.
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* Cualquier conjunto que no es de prime-
ra categoria se dice que es de ‘segunda
categoria’.

* El complemento de un conjunto de pri-
mera categoria es llamado un conjunto
residual.

* Todo conjunto residual es de segunda
categoria en X.

= Todo conjunto residual es denso en X.

Es importante notar que todo espacio mé-
trico completo es un espacio de Baire.

En particular, si X es un
espacio métrico completo, entonces el es-
pacio de funciones continuas C(X)=({f:
X—X/continua} equipado con la métrica
del supremo d., i.e. d.(f,g) = supief(x)
-g(x)l también un espacio de Baire.

Desde un punto de vis-
ta topoldgico, si X es un espacio de
Baire entonces decimos que ‘la mayoria
de los elementos de X’ satisfacen una
cierta propiedad (P) si el conjunto de
todos los elementos XEX que no satis-
facen la propiedad (P) es de primera
categoria. Asi, los conjuntos de primera
categoria pueden ser pensados como
conjuntos pequefios.

Con estas ideas previas
podemos ahora presentar nuestro proximo
resultado (Roman-Flores y Chalco Cano,
2015; Roman-Flores, 2016)), para el caso
particular cuando X = 1 es un intervalo:

Teorema 10. Sea 1=[a,b], a<b un interva-
lo y considere k.(1) la clase de todos los
subconjuntos compactos convexos y no
vacios de I si f es la extension natural
de f a K. (I). Entonces: a) f no es tran-
sitiva sobre K. (I), para toda funcion
f:1—1 continua; b) f no posee un con-
junto denso de puntos periodicos sobre
K.(I), para la mayoria de las funciones
continuas f:1—1; y ¢) f no es sensitiva
sobre K.(I), para la mayoria de las fun-
ciones continuas f:1—1.

Este resultado nos dice
que, en general, cuando X = I es un in-
tervalo, la complejidad (en el sentido de
Devaney) de la dindmica de la extension
f:K,(I)=K,(I) es menor o igual que la
complejidad de la dindmica de f:I—1 so-
bre el espacio base.

A continuacién analiza-
remos algunos ejemplos para ver los es-
cenarios totalmente diferentes que pode-
mos tener en relacion a la dindmica de f
y su extension f, dependiendo del espa-
cio (extension) considerado. Antes de
eso, debemos saber que, al menos sobre
intervalos, existe un resultado muy util
que permite distinguir entre algunas
funciones que son transitivas, cuales de
ellas son mezclantes.

Lema 11 (Liao et al., 2007). Sea f: I-I
una funcidn transitiva. Entonces se verifi-
ca una (y solo una) de las siguientes con-
diciones: a) f es mezclante, 6 b) existe un
punto fijo p € (a, b) tal que f([a,p])=[p,b]

y f([p.bD=[a.p].

Ejemplo 2. Considere la
funcion ‘tienda’ f: [0,1] — [0,1] definida
como

2x si
2(1—X) si

O<sx=<1/2
1/2=x=<1.

f(x)=

Sabemos que f es caoti-
ca sobre [0,1] (Devaney, 1989) y, en parti-
cular, f es transitiva.

Como P=7 es el Unico
punto fijo de fy f([o,p]) = [0,1] # [p,b]
entonces, por Lema 11, obtenemos que f
es una funcion mezclante sobre [0,1].

_ Asi, por Teorema 3, ob-
tenemos que f es mezclante sobre sobre
K([0,1]) y, por lo tanto, transitiva sobre
K([0,1]). Sin embargo, ahora mostraremos
que f no es transitiva sobre K. ([0,1]) v,
para ello, recordemos primero que la dis-
tancia de Hausdorff entre intervalos viene
dada por la formula

H({a,b]=max{a—cl, b—dl}.

Considere las bolas abier-

fas B([O,l],%) y B({O},%)

(k. ([0,1], H). Entonces, KEB([O,l],%)

en el espacio

implica % € K. Luego, % ef’ (K) para todo

natural p € N.
Por otro lado, si

GEB ({0},%) entonces GQ[O,%], lo

que implica que H(fP(K),G)E% para

Ke G([O,l],%) yGe B({O},%).
Por lo tanto
f (B([O,]],%))ﬁ B({O},%) = . para to-

do natural p €& N. En consecuencia, f no
es transitiva sobre K.([0,1].

todo

Ejemplo 3. Si consideramos la misma
funciéon del ejemplo anterior, tenemos
que, como f es caotica sobre [0,1], enton-
ces f posee un conjunto denso de puntos
periddicos sobre [0,1] y, por lo tanto, por
el Teorema 2 b), f también posee un
conjunto denso de puntos periodicos so-
bre K([0,1]. Sin embargo, probaremos
ahora que f no posee un conjunto denso
de puntos periddicos sobre el subespacio
K.([0,1]. Para ver esto observemos que f
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(I\3) = 2\3, que es el Gnico punto fijo en

0,1).

Consideremos ahora la
bola abierta V=B ([5\24,11\24], 1\8CK.,
([0,1]) y elijamos un elemento arbitrario
K = [a, b] € B ([5\24,11\24], 1\8).

a-—— b——}
1 24 24

5 11
<§,de donde podemos concluir por una

H

Entonces {

1 2

parte, que a< 3° b,y por otra que b < 3
Es decir,

%%K Asi £ (1\3) = 2\3 € f (K), lo que

implica f (K)) # K. ’
Asi, vemos que 3 ef’ (K)
y, por lo tanto, f?(K) # K para todo natu-
ral pEN.

1
— €K, pero
3 p

Como KEV es arbitra-
rio, entonces concluimos que f no posee
puntos periddicos en la bola V lo que im-
plica que f no posee un conjunto denso
de puntos periodicos sobre Kc([0,1]).

Por lo tanto, cuando X=I
es un intervalo, estos ejemplos anteriores
nos muestran las importantes diferencias
dinamicas que existen entre los sistemas

(L, 1), (Ke(D) y (K(D).
Conclusiones

En este trabajo hemos
presentado una mirada la cual, aunque es
ciertamente incompleta, al menos nos da
luces respecto a algunos avances relevan-
tes obtenidos en el estudio de las cone-
xiones entre Dindmica Colectiva y Di-
namica Individual sobre espacios métri-
cos en los ultimos afos. Sabemos que
aun quedan muchos problemas en abierto
que esperan respuesta, en especial la de
encontrar condiciones sobre f para que
la densidad periddica de la extension f
sobre K(X) implique la densidad periodi-
ca de f sobre el espacio base X.

También existen ‘exten-
siones intermedias’ entre f y K(X) en
donde la complejidad dinamica decrece
fuertemente. Por ejemplo, Banks (2005)
mostrd que si C(X) es el subespacio de
todos los subconjuntos compacto-cone-
xos no vacios de un espacio métrico X,
siendo X un arco o una grafica, enton-
ces f no puede ser transitiva sobre
C(X), cualquiera sea la funcion conti-
nua f:X—X.

En la parte final de este
trabajo hemos estudiado este ultimo re-
sultado en el contexto intervalar, es decir
con X=I concluyendo que: a) f no es
transitiva sobre K (X), para toda funcion
f:I>I continua; b) f no posee un conjun-
to denso de puntos peridodicos sobre
K.(X), para la mayoria de las funciones
continuas fil—I; y ¢) f no es sensitiva
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sobre K (X), para la mayoria de las fun-
ciones continuas f:1—1.

Es decir, ya sabemos
que sobre un intervalo I la complejidad
dindmica de la extension f a la clase de
subconjuntos compacto-convexos K (1) es
menor que la complejidad de la dinamica
sobre la extension total a K(I), y también
es menor que la complejidad de la dina-
mica de f sobre el espacio base I. Esto, a
grosso modo, nos dice que el modela-
miento matematico con parametros inter-
valares debiera ser mas predecible y/o el
estudio de la evolucion en el tiempo a
partir de condiciones iniciales intervala-
res dadas debiera tener mejor prediccion,
lo cual podria ser muy util en el modela-
miento matematico de fendémenos reales
con altos grados de incerteza en los para-
metros que intervienen en el sistema.

Por tultimo, a partir de
lo observado por Banks et al. (2005) y
Mendez Lango (2012) respecto a que la
extension f no puede ser transitiva so-
bre la clase C.(X) de subconjuntos com-
pacto-conexos de un espacio métrico X
(siendo X un arco o una grafica), y en
conexion con nuestro ultimo Teorema
10, seria interesante estudiar las siguien-
tes conjeturas:

Cl) f no posee un con-
junto denso de puntos periodicos sobre
C.(X), para la mayoria de las funciones
continuas f: X—X.

C2)f no es sentitiva so-
bre C.(X), para la mayoria de las funcio-
nes continuas f:X—X.
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SOME CONNECTIONS BETWEEN INDIVIDUAL AND COLLECTIVE DYNAMICS

Heriberto Roman-Flores, Ivan Aguirre-Cipe and Victor Ayala
SUMMARY

The concepts of chaos and complex dynamics have been
studied exhaustively during several decades, not only due to
the intrinsic richness of this theory, but also due to its many
applications for modeling and solving real life problems. When
studying the evolution in time of a dynamical system, if we as-
sume that this dynamic is given by a defined function f, which
contains values in a space X, then for each x within X, its orbit
under iteration x, f(x), f°(x), f(x), ... describes how the ‘point’
x moves within X via the dynamics induced by f. However,
sometimes we need to know not only this individual dynamic,

but also how a set of points moves in the space X (e.g., when
studying migratory, demographic or epidemiological phenome-
na), which leads us to the analysis of collective dynamics prob-
lems. In this article we study some of the connections between
individual and collective dynamics and, in this context, the fun-
damental questions we intend to answer are: What is the re-
lationship between the dynamics of individual and collective
movements? Does individual chaos or complex individual dy-
namics imply collective chaos or complex collective dynamics?
And what about the reverse implication? Does it hold?

ALGUMAS CONEXOES ENTRE DINAMICA INDIVIDUAL E COLETIVA

Heriberto Roman-Flores, Ivan Aguirre-Cipe e Victor Ayala
RESUMO

O conceito de caos ou dindmica complexa tem sido exaus-
tivamente estudado durante varias decadas, isto devido tanto
pela riqueza intrinseca desta teoria como por suas diversas
aplicagées no modelamento e solu¢do de problemas reais.
Neste contexto, quando estudamos a evolu¢do no tempo de um
sistema dinamico e assumimos que essa dindmica é dada por
uma certa fung¢do f definida e com valores sobre um certo es-
paco X entdo, para cada elemento x pertencente a X, sua or-
bita sob iteragdo x, f(x), f*(x), f(x),... descreve como se move
0 ‘ponto’ x sobre o espa¢o X via a dindmica induzida por f.
Por outro lado, algumas vezes ndo é suficiente conhecer esta

dindmica individual, mas precisamos saber como se movem
conjuntos de pontos no espago base (por exemplo, no estudo
de fenomenos migratorios, demogrdficos ou epidemiologicos),
e isto nos leva a analise de problemas de dindmica coletiva.
Neste artigo estudamos algumas conexoes entre dindmica in-
dividual e dindmica coletiva e, nesta dire¢do, as perguntas
fundamentais que tentamos responder sdo as seguintes: Qual
é a relacdo entre a dindmica do movimento individual e a di-
namica do movimento coletivo? Caos individual ou dindmica
individual complexa implica caos ou dindmica coletiva com-
plexa? E vice-versa?

750

NOVEMBER 2018 » VOL. 43 N° 11 JWERCJENDIA



