ALGUNOS ASPECTOS MATEMATICOS DE LOS
SISTEMAS DE CONTROL LINEALES A TRAVES
DE UN PROBLEMA DE OPTIMIZACION
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RESUMEN

A través de un problema especifico de optimizacion, desarro-
llamos con algun detalle los principales ingredientes de la teoria
matematica de los sistemas de control lineales sobre espacios eu-
clideanos. Abordamos los conceptos de controlabilidad, observabi-
lidad y un caso particular del Principio del Mdaximo de Pontryagin

para esta clase de sistemas. Con los resultados establecidos, de-
sarrollamos la solucion del problema de optimizacion propuesto.
El principal objetivo de este articulo es mostrar a la comunidad
cientifica ciertas técnicas matemdticas que pudieran ser replicadas
en distintas disciplinas de interés para los lectores de Interciencia.

ea X una ecuacion dife-

rencial sobre un conjun-

to de estados M de di-
mension n y que modela un sistema fisi-
co, quimico, aeroespacial, bioldgico, el
funcionamiento de un 6rgano humano, la
dosificacion de farmacos en quimiotera-
pia, el volumen de un bosque de pinos,
una dieta alimenticia, el volumen sema-
nal de peces en un vivero, una matriz
energética, la dinamica de un movil 1-di-
mensional, etc. Podemos pensar esta
ecuacion diferencial como un conjunto de
flechas ‘definidas sobre M’ (campo de
vectores), cuyas direcciones determinan
las unicas posibilidades de movimiento
de la dinamica. Dada una condicion ini-
cial X, € M, la tnica soluciéon posible
x(t) de dicha ecuacion partiendo de X,
debe satisfacer la siguiente propiedad:
para cada tiempo t, el vector tangente
X(t) a la curva en el estado x(t) debe
coincidir con la direccion pre-establecida
por X en x(t). Un sistema de control

sobre M puede modificar el comporta-
miento del campo de vectores X de
acuerdo a diferentes estrategias denomi-
nados controles, que el sistema permite
considerar. Desde un punto de vista de la
geometria diferencial, un sistema de con-
trol ¥= (M,D) puede ser establecido
como una familia de campos de vectores
D definidos sobre M y que intervienen
sobre las direcciones de X. Los elemen-
tos de D provienen de una familia de
ecuaciones diferenciales controladas

() =X(x(1)+ 30, (Y (x(1))

=

donde X es el campo a controlar, los
campos de vectores Y, j=1, ..., p son de-
finidos sobre el espacio de estados M y
ponderados por la familia de controles
admisibles U=L110C(R,QCR"), de fun-
ciones localmente integrables a valores
en el conjunto Q cerrado, convexo con

0 e intQ. El espacio de estados M debe
ser de una naturaleza tal que permita
asegurar la existencia y unicidad de cada
ecuacion diferencial en D; esto es, para
cada control u € U y para cada condi-
cion inicial x,. Entonces, M debe ser una
variedad diferenciable.

Dado un sistema X sur-
gen de manera natural varios problemas
matematicos interesantes y de compleja
solucion. El primero de ellos es: sea X,
un estado inicial de M, e y € M arbitra-
rio, /existe una combinacion de estrate-
gias del sistema de tal modo que el esta-
do x, pueda ser transferido al estado y
en el sentido natural del tiempo, o sea,
en un tiempo t>0 En caso de una res-
puesta afirmativa, se dice que y es acce-
sible desde x, via X. Un sistema X se
dice controlable, si dados dos estados ar-
bitrarios de M, cada uno de ellos es ac-
cesible desde el otro via X. Obviamente,
no todos los sistemas son controlables.
En realidad, la propiedad de controlabi-
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lidad es muy dificil de obtener y sobre
todo de caracterizar. Por ejemplo, para
problemas de aplicacion en donde inter-
viene la energia calorica X, se sabe de la
segunda ley de la termodindmica que X
fluye solo en la direccion de decrecimien-
to de la temperatura. Se trata entonces de
encontrar € imponer condiciones topologi-
cas, analiticas y sobre todo algebraicas so-
bre M y D que permitan decidir si un
cierto sistema es controlable o no.

Un sistema de control
con observacion es definido por la data
3= (M, D, h, R®), con h: M—R¢ diferen-
ciable y s<n= dim(M).

Estudiamos aqui el pro-
blema de observabilidad. Esto es, la posi-
bilidad de determinar el comportamiento
del sistema sobre M a través de una in-
formacion parcial que entrega la funcion
de observacion h, con una economia del
orden de n-s variables. Como veremos,
hay ciertas funciones de observacion h
que permiten recuperar la informacion
completa del sistema, en cuanto que
otras no lo hacen.

Consideremos el siguien-
te problema de optimizacion: Detener un
tren en una estacion en tiempo minimo.
Surgen aspectos matematicos interesan-
tes de considerar: jexiste solucion? Y si
existe, jcomo encontrar la estrategia Op-
tima? Ademas, ;sera posible computar
esta solucion solo a través de h?

En Ledzewicz y Shattler
(2006) se estudia el siguiente problema:
Controlar las dosis de quimioterapia pa-
ra minimizar los dafnos colaterales, que
es modelado como sistema de control
bilineal.

La solucién de los pro-
blemas de optimizacion mencionados de-
pende fuertemente del Principio del Ma-
ximo de Pontryagin. Los esfuerzos del
Instituto Steklov, plasmados en una serie
de publicaciones, culminaron con el libro
Mathematical Theory of Optimal Proce-
sses (Pontryagin et al., 1961), que es con-
siderado un standard de la teoria del con-
trol optimal hasta los dias de hoy y fue
galardonado con el Premio Lenin. Los al-
cances de la teoria desarrollada en este
libro han tenido repercusiones gigantescas.
Inicialmente las aplicaciones fueron dirigi-
das al campo militar. Sin embargo, a poco
andar estas técnicas de optimizacion se
tornaron importantes en la aerondutica y
en una gran gama de aplicaciones indus-
triales, siendo una muestra concreta de
como la disciplina matematica ayuda a la
sociedad a construir futuro.

El presente trabajo persi-
gue dar a conocer ciertas técnicas mate-
maticas entre la comunidad cientifica de
la region, a través de la exposicion y de-
sarrollo de un problema especifico cuya
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solucion se obtiene aplicando los métodos
matematicos referidos, y que pudieran ser
replicadas dentro de las distintas discipli-
nas de interés. Tras una breve motivacion
que describe los problemas de aplicacion
mencionados y el rol de la teoria de los
sistemas de control, se estudian las pro-
piedad de controlabilidad y observabilidad
para la clase de los sistemas de control li-
neales sobre espacios euclideanos. Luego
se da una breve descripcion del Principio
del Maximo de Pontryagin (PMP), para
terminar con la solucion del problema del
tren. En la lista de referencias se incluyen
trabajos que pudieran servir de guia al
lector interesado, incluyendo contribucio-
nes de nuestro grupo de investigacion.

Motivacion

La publicacion de Pon-
tryagin et al. (1961) representa un clasico
de la literatura matematica soviética.
Ademas del inmenso caudal de investiga-
cion cientifica que ha generado el PMP,
ha sido una fuente de aplicacién en una
gran variedad de disciplinas. El lector in-
teresado puede apreciar el poder de este
resultado en un nimero relevante de pro-
blemas que se resuelven con este princi-
pio (Dubins, 1957; Shell, 1968; Axelby,
1973; Gustavsson, 1975; Leitmann, 1982;
Sussmann y Willems, 1997; Subbaram,
2002; Shattler y Ledzewicz, 2006, 2012,
Pesch y Plail, 2009, 2012). En concreto,
la aplicacion de este principio genera en
muchos casos una receta, un algoritmo
preciso para sintetizar el control optimal,
permitiendo su implementacion como ve-
remos en el caso del tren.

Tiempo minimo para alcanzar un
objetivo y el sistema de control asociado

Imagine el lector que
dirige un tren por una linea férrea y ne-
cesita detenerlo en la proxima estacion
en tiempo minimo. Considere el caso
ideal sin roce de una linea férrea recta y
la estacion como siendo su origen.
Denote por x(t) la distancia del tren a la
estacion en el instante t. De acuerdo a
ley fundamental de Newton, la fuerza del
sistema viene dada por F= ma. En este
estudio cualitativo, podemos considerar
m= 1. Obtenemos un sistema de ecuacio-
nes X(t)= y(t), y (t)= a(t), controladas por
los diferentes tipos de aceleracion y fre-
no a(t) que denotamos por u(t). Cada fun-
cioén de control del sistema.

w [0,T,] = Q =[-1.LI]CR
se asume localmente integrable. Aqui y

es la velocidad del tren y 1 representa su
velocidad maxima normalizada.

Para este problema la so-
lucién optima existe y es posible compu-
tar en forma precisa la estrategia que de-
termina la trayectoria de tiempo minimo
del movil. Mostraremos ademas que si se
conoce la funcion de distancias a la esta-
cion de una cierta estrategia, es posible
computar explicitamente la funciéon de ve-
locidades asociada a esta estrategia. Sin
embargo, la reciproca no es valida. O sea,
no es posible recuperar las distancias si
solo se conocen las velocidades involucra-
das. Este problema sera tratado en detalles
en la Gltima seccion de este trabajo.

Minimizar daiios colaterales en el
tratamiento de la quimioterapia

A pesar de que no sera
expuesto aqui en detalle, el problema tra-
tado por Ledzewicz y Schattler (2002a,
b; 2006) en relacion a la quimioterapia
en cancer es descrito para mostrar como
la teoria de control aparece de manera
natural en problemas de aplicacion rele-
vantes y por que, ademas, cabria ser de-
sarrollado con alglin detalle en un traba-
jo futuro. Los autores proponen un siste-
ma bilineal n-dimensional compartimen-
tal del tipo

N(1)=(A+ 3 0, (0N, (1)) N(1) con N(0) =N,

Las componentes N(t)
del estado N= (N;, N,, ..., N) en el ins-
tante t, denotan el niimero promedio de
células cancerosas en el compartimiento
respectivo. Los controles son considera-
dos funciones Lebesgue medibles y re-
presentan los diferentes tipos de dosis
posibles de combinar con las drogas con-
sideradas en el tratamiento. Para cada j=
1, 2, ..., p, el control y; € [oy, B;] C [0,00)
es acotado. Las matrices A y N; descri-
ben la transicion de entrada y salida del
flujo de células entre los diferentes com-
partimentos. Se asume que para cada

control u la matriz A+E? 1uij(t) posee
-

solo entradas negativas en la diagonal y
entradas positivas fuera de la diagonal.
Con esta hipotesis, se asegura que el pri-
mer ortante de R es positivamente inva-
riante por el flujo del sistema. Esto es, si
Ny es una condicion inicial en el primer
ortante, para cada control u la solucién
N(u, t, No) del sistema bilineal permane-
cera alli. El funcional a optimizar es

j(u) =rN(T)+f0T(qN(t)+su(t))dt.
Los vectores filas r, q, s
€ R» son considerados pesos tales que

>0, ¢=0, Si=0 y tal como antes u= (ul,
u2, ..., uy) dosifica la cantidad de cada
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droga. Incluir el peso promedio qN en la
integral permite que la cantidad de célu-
las no crezca mas allda de una cantidad
aceptable. El término ‘su’ mide el efecto
colateral de agentes que participen como
bloqueadores o reclutadores de células
latentes.

Obviamente, el objetivo
central es que al término de la terapia se
obtenga el menor nimero de células can-
cerosas y con el menor dafio colateral po-
sible. Este y varios problemas de este
tipo pueden ser resueltos a través del
PMP, sobre el cual se dan para otras refe-
rencias mas adelante.

El rol de la teoria de los sistemas de
control

Los problemas de moti-
vacion propuestos pueden resolverse a
través de la teoria de los sistemas de con-
trol. Para enfrentar un problema de opti-
mizacion, se debe ser capaz de determi-
nar variables de estado y direcciones de
control realmente significativas que, por
una parte, permitan definir un modelo
que represente la situacion de manera ge-
nuina, y que por otra, la estructura mate-
matica del modelo sea posible de manejar
con las técnicas existentes. O desde un
punto de vista de la investigacion mate-
matica, avanzar la teoria en la disciplina
para enfrentar de mejor manera los pro-
blemas de aplicacion. Entonces, es impor-
tante tener acceso a referencias de resul-
tados matematicos tedricos que se adap-
ten al problema. Por este motivo, en este
trabajo ampliamos el espectro de referen-
cias incluyendo trabajos sobre sistemas de
control que no serdn estudiados aqui,
como los sistemas bilineales sobre espa-
cios euclideanos, ¢ invariantes y lineales
sobre grupos de Lie.

Si un estado y es accesi-
ble desde x, significa que existe al menos
un control u y un tiempo t>0, que trans-
fiere x a y a través de una trayectoria del
sistema en tiempo positivo. El conjunto
de accesibilidad desde x es constituido
por todos los elementos accesibles desde
x. El sistema se dice controlable desde x
si el conjunto de accesibilidad desde x
coincide con la variedad de estados. El
sistema se dice controlable si es controla-
ble desde cada estado del sistema. La
propiedad de ‘controlabilidad’ juega un
papel esencial en la teoria. Evidentemen-
te, la forma de transferir x a y no es ne-
cesariamente Unica, ni por el control, ni
por el tiempo (el lector puede imaginar
muchas maneras distintas de transferir el
tren al origen, o muchas maneras de do-
sificar un tratamiento médico). Surge en-
tonces la idea de ‘optimalidad™ de entre
todas la trayectorias que transfieren x a
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y, jcudl es la que minimiza el gasto de
energia?, ;cual de ellas es la que optimi-
za cierta ganancia?, jcual de ellas optimi-
za un cierto funcional J?

Adicionalmente, si el sis-
tema posee una funcion de observacion h,
les el sistema observable? Esto es, jes po-
sible reconstruir estados y trayectorias del
sistema con la informacion que entrega h,
con un nimero menor de variables? Si un
sistema no satisface esta Ultima propiedad,
[es posible caracterizar las clases de equi-
valencia de los estados ‘inobservables’?,
(es posible construir un nuevo sistema que
se comporte como el inicial y que sea ob-
servable?, ;localmente observable?

La teoria de los sistemas
de control estudia en forma sistematica
las estructuras matematicas subyacentes a
cada uno de estos problemas y muchos
otros desde hace al menos 70 afos.
Existen clases de sistemas con caracteris-
ticas analiticas, topologicas, algebraicas
y diferenciales propias, sobre las cuales
hay una extensa literatura. Véase, por
ejemplo, Dubins, 1957; Brockett, 1972;
Jurdjevic y Sussmann, 1972; Hermann y
Krener, 1977, Wonham, 1979; Jurdjevic y
Kupka, 1981; Hilger et al., 1985; Ayala,
1994; Jurdjevic V, 1997a, b; Ayala y
Tirao, 1999; Colonius y Kliemann, 2000;
Ayala y San Martin, 2001; Jouan, 2010,
2011; Ayala y Da Silva, 2016, 2017; Ayala
y Jouan, 2016; Ayala et al., 2014, 2017.

Sistemas de Control Lineales sobre
Espacios Euclideanos. Controlabilidad

El estudio cualitativo
de la clase de los sistemas de control
lineales proviene de la necesidad de re-
dirigir el comportamiento dinamico de-
terminado por una ecuacion diferencial
inducida por una matriz A real de or-
den n. Este control se realiza a través
de una matriz B de orden n x p deno-
minada matriz de costo, y cuyas colum-
nas determinan p campos de vectores
constantes b; que intervienen sobre A.
En forma precisa,

Definicion CI. Un sistema de control
lineal X sobre el espacio euclideano
Ro= {x= (X}, X2, .., Xn): ;€ R, i= 1, ..., n},
es determinado por la dinamica
x(t)= Ax(t) + Bu(t), x € R, u € U.

En este contexto, U = LllOC

(R,Q,C R")es la familia de controles ad-
misibles, en donde Q es un conjunto ce-
rrado, convexo con 0 € int(<).

Dada una condicion ini-
cial xo € R* y un control u € U, la solu-
cion del sistema existe y viene dada por
la férmula de variacion de parametros
(Wonham, 1979):

X(Xq,u,t) = e'A(xo +[ie™ B u(t)dr)

Definicion C2

Un estado y ¥ R» se
dice accesible desde x a través de X en T
unidades de tiempo (en exactamente T
unidades de tiempo), si existen u € U, t
e [0,T] tales que x(x,u,t)=y, (x(x,u,l)=
y), respectivamente. Los conjuntos de ac-
cesibilidad desde x en T unidades de
tiempo y en exactamente T unidades de
tiempo, se denotan por S(x,T) y E(x,T)
respectivamente. El conjunto de accesi-
blidad de X desde x es definido como
S(x)= Ur=S(x,T). El sistema se dice con-
trolable desde x si S(x)= R~ X se dice
controlable si es controlable desde cada
estado del sistema.

Denote <A, B> el menor
subespacio A-invariante de R* que contie-
ne la imagen de B.

Teorema CI

Sea ¥ un sistema de con-
trol lineal irrestricto (Q2 =RP). Son equivalen-
tes ¥ es controlable desde cada x € R*» <
Existe x € R» tal que X es controlable
desde x < X es controlable desde el ori-
gen < si T>0, S(0.T)= R» « si T>0,
E(0,T)= R» «& Rr= <A, B>. Para una de-
mostracion, véase Wonham, 1979, o
Ayala y Zegarra, 2001.

Observacion. Podemos describir <A, B>

explicitamente. Sean by, b,, ..., b, las co-

lumnas de B. Entonces,

<AB>= {Akb=1,2,..,p,k=0,1,2, ...}
Debido al Teorema de

Calley-Hamilton, no es necesario compu-

tar Akb; para k>n. En efecto, para cada

k>n, Ak es combinacion lineal de las po-

tencias anteriores. Asi,

<A, B>={Ab; j= 1.2, .., p, k=012, ..., n-1}.

Teorema C2 (de Kalman; Wonham, 1979).
Sea X un sistema de control lineal irres-
tricto. Entonces, X es controlable < ran-
go (B AB ....A™B)=n.

Un sistema de control li-
neal X se dice restricto, si Q es compac-
to, convexo y contiene el origen en su in-
terior. Denote por cl(K) la clausura de un
conjunto K.

Definicion C3 (Colonius y Kliemann,
2000). Sea X un sistema de control lineal
restricto. Un conjunto no vacio C C R® se
dice un ‘conjunto de control’ de X si
1) para cada x € C existe u € U tal que
x(Xg, u, t) € C para todo t>0; 2) para cada
x € C, C C cl(Sx)); y 3) C es maximal
con respecto a las propiedades 1 y 2.
Antes de enunciar el si-
guiente resultado, recordamos algunas
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nociones basicas de estabilidad. Una ma-
triz A es hiperbdlica si su espectro
Spec(A) no posee autovalores con parte
real 0. Por otro lado, si Spec(A) posee
solo autovalores con parte real negativa,
entonces A es asintoticamente estable.
En otras palabras, para cada x € Ro,
lim,_,e™x —0. O sea, el sistema tiende
al equilibrio en el largo plazo.

Teorema C4. Sea X un sistema de control
lineal restricto sobre R®. Suponga que la
condicion de Kalman esta satisfecha. En
estas condiciones, existe un unico conjun-
to de control C con interior no vacio con-
teniendo el origen 0. Explicitamente, el
conjunto de control viene dado por
C= cl(S(0)) N S _(0), donde S (0) es el
conjunto de estados que pueden ser trans-
feridos al origen en tiempo no negativo.
Ademas, de la forma del conjunto de
control se deduce lo siguiente.

Teorema C5. Sea T un sistema de control
lineal restricto sobre R™. Suponga que la
condicion de Kalman estd satisfecha.
Entonces, 1) C es limitado < A es un
operador hiperboélico; 2) C es invariante
si A es asintOticamente estable y en este
caso C= cl(S(0)); y 3) C= R» « Spec(A)
N R= {0}.

Observamos que el item
3) es una condicion de controlabilidad
para sistemas restrictos. Aplicaremos este
resultado al problema del tren. Este teore-
ma tiene una extension para los sistemas
lineales sobre grupos de Lie (Ayala y Da
Silva, 2017).

Sistemas de Control Lineales sobre
Espacios Euclideanos. Observabilidad

Dada wuna observacion
parcial de un sistema sobre un intervalo
de tiempo finito, jes posible determinar
totalmente el comportamiento del sistema
durante ese periodo de tiempo a partir de
esta informacion? La importancia de este
concepto es tedrica y practica. Para siste-
mas generales la observabilidad local se
relaciona con la integracion de familias de
formas diferenciales (Ayala et al., 2001).
La observabilidad global esta intimamente
relacionada con la generalizacion obtenida
en Sussmann (1975) de un teorema pro-
fundo de la teoria de Lie, el teorema del
subgrupo cerrado de Cartan. Desde el
punto de vista de las aplicaciones, esta
propiedad permite reconstruir la dinamica
de estados del sistema a través de una
funciéon de observacion con una economia
al reducir el numero de variables.
Introducimos a continuaciéon el concepto
de sistema con funcion de observacion.

Definicion OI. Un sistema de control li-
neal con observacion 2° es determinado
por x (t) = Ax(t) + Bu(t), x € R, u € U,
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donde h: R* — R® es una transformacion
lineal cuya matriz en las bases canoénicas
denotamos por C.

Si F: R® — R® es una
transformacion lineal, el kernel y la ima-
gen de F son subespacios
Ker(F)= {x € R™ F(x)= 0} CR", ¢
Im(F)= {y € R%:dx € R* con y = F(x)} CR®".

Introducimos ahora el
concepto de ‘inobservabilidad’, que per-
mite descomponer el espacio de estados
en clases de equivalencia, las que contie-
nen toda la informacioén de aquellos ele-
mentos que no pueden ser distinguidos
entre si por h a través de la dinamica del
sistema para tiempos no negativos.

Definicion O2. Dos estados X, X; € R»
se dicen indistinguibles por X° si
X; - X9 € Ker(C(e")), V t >0.

Observacion. El hecho que la funcion de
observacion C no distingue los estados X,
y X; a través de la dinamica del sistema se
traduce en que para cadau € Uy t>0

C(e‘A (xo +[0 e"ABu(t)dr)) =
C(e'A (xl +4 e"ABu(r)dr)),

de donde se deduce de inmediato la defi-
nicion de ‘indistinguibilidad’.

De la propia Definicion
02 se deduce el siguiente resultado.

Teorema Ol. Sea 2° un sistema lineal con
observacion. Entonces, 1) I es una rela-
cion de equivalencia; y 2) Si I(x) denota
la clase de equivalencia de x por la rela-
cion I, se obtiene: a) 1(0) = Ny Ker
(Ce*); b) I(x)= x + I(0); y ¢) si O es la
matriz transpuesta de (C CA ... CA™'): X
es observable < dim (O)= n.

Una prueba del Teorema
Ol se encuentra en Wonham (1979).
Aplicaremos este resultado al problema
del tren con dos funciones: distancia y
velocidad.

Principio del Maximo de Pontryagin

Los ejemplos de la sec-
cion anterior y las referencias alli inclui-
das muestran la necesidad de estudiar es-
tructuralmente ciertos modelos matemati-
cos que representan problemas especifi-
cos en diferentes disciplinas, planteando
una serie de preguntas relevantes e im-
portantes de responder. Por ejemplo, en el
problema del tren ;es posible alcanzar el
origen desde cualquier estado inicial? O
en el problema de la quimioterapia, si
>0 representa un niumero de preferencia
pequefio ¢es posible dosificar el trata-
miento con daflo colateral menor que €?

Considere una familia de
ecuaciones diferenciales controladas 'y
una condicion inicial X en un espacio de
estados M. Nos preguntamos por la natu-
raleza matematica del conjunto de los es-
tados S(x), que pueden ser alcanzados
desde x siguiendo todas las posibles es-
trategias del sistema en tiempo no negati-
vo, y también por el conjunto G(x) cons-
truido como S(x), pero considerando
tiempos en la recta real R. ;Tienen estos
conjuntos interior no vacio?, ;son subva-
riedades regulares del espacio de esta-
dos?, ;(bajo qué condiciones alguno de
ellos podria coincidir con M? Si M posee
alguna estructura matematica especial,
(bajo qué condiciones estos conjuntos po-
drian heredar dicha estructura? Para la
naturaleza de G(x) sugerimos la lectura
de Sussmann (1973), donde se establece
un primer resultado fundamental: el
Teorema de Orbitas de Sussmann, que re-
duce el espacio de estados a un ambiente
menor en donde la propiedad de controla-
bilidad del sistema tiene perfecto sentido.
Sobre cada Orbita el sistema es transitivo.
En forma precisa, dados dos estados arbi-
trarios de la orbita, cada uno de ellos
puede ser alcanzado desde el otro a tra-
vés de soluciones del sistema utilizando
tanto tiempos positivos como negativos.
Este resultado no es otra cosa que la ex-
tension del Teorema de Frobenius para
distribuciones regulares, a distribuciones
con singularidades (Warner, 1971).

En particular, estamos
interesados en la deformacion de los con-
juntos de accesibilidad del sistema a tra-
vés del tiempo. Denote por d la métrica
euclideana usual y por d" la métrica de
Hausdorff definida sobre conjuntos com-
pactos P, Q C R" por d"(PQ) = max {d;, d,},
donde d;= max,.q min,.q, d (X, y).

En Pontryagin et al. (1961)
los autores prueban el siguiente resultado
fundamental para la teoria de sistemas de
control:

Teorema PI. Sea ¥ un sistema de control
lineal restricto sobre el espacio euclidea-
no R». Para cada x € R* y T>0, el con-
junto de accesibilidad desde el estado ini-
cial x hasta el tiempo

TS(X,T) _ {etA(x+ N efrABll(‘l:)d'c) ;}

O0<t=T,ueU

es compacto, convexo y se deforma conti-
nuamente con la métrica de Hausdorfft.
Este teorema es solo
parte de la versién geométrica del PMP,
pero es ‘suficiente para nuestros proposi-
tos’. Es importante destacar que para el
coémputo del control optimal es necesario
considerar el levantamiento hamiltoniano
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del sistema y la estructura simpléctica del
fibrado cotangente de la variedad de esta-
dos (Jurdjevic, 1997), asunto que escapa
del horizonte de estas notas. En realidad,
tenemos la esperanza de que la vision
geométrica que vamos a entregar de este
principio no deje duda alguna sobre el
control optimal que debe ser considerado,
al menos en el ejemplo del tren.

El principio de maximo
sobre variedades diferenciables (Jurdjevic,
1997a) es un resultado poderoso en la so-
Iucion de problemas concretos en una
enorme gama de disciplinas. Véase
Jurdjevic (1997a, b) para aplicaciones de
la mecanica, Lee et al. (1982) para el
control de vehiculos, Leitmann (1982) y
Subbaram (2002) para el control de siste-
mas espaciales, y Shell (1968) para pro-
blemas en economia.

Dado un estado inicial
X, un subconjunto compacto y convexo Q
con 0 € int(QQ), las propiedades de la
aplicacion multivaluada S(x): t—S(x,t) enun-
ciadas en el Teorema Pl constituyen el
pilar geométrico del principio, al menos
para problemas de tiempo Optimo. En
efecto, estas propiedades permiten sinteti-
zar el control optimal. En primer lugar,
cada conjunto de accesibilidad S(x,t) es
compacto. Podemos aplicar entonces la
métrica de Hausdorff dy para tiempos t
sobre un intervalo y concluir segun el
teorema que S(x,t) se deforma continua-
mente con t. Asi, dado &>0, existe un
6>0 tal que d(t,s)<d se traduce en que dy
(S(x,1), S(x,s))<e.

En otras palabras, si t*
es el tiempo asociado al control optimal
u* que transfiere el estado inicial x al es-
tado deseado x(t*, x, u*) en tiempo Opti-
mo, entonces x(t*, x, u*), debe pertenecer
a la frontera de S(x, t*)! De otra manera,
o x(t*, x, u*) estaria fuera de ese conjun-
to de accesibilidad, o entonces seria un
punto interior de S(x, t¥), contradiciendo
la supuesta optimalidad. En efecto, debi-
do a la deformacioén continua de los con-
juntos de accesibilidad, seria posible al-
canzar el estado x(t*, x, u*), en un tiem-
po levemente menor! Podemos concluir
que el estado deseado debe pertenecer a
la frontera del conjunto de accesibilidad,
esto es x(t*, x, u) € 9 S (x, t¥).

Como S(x, t¥) es un con-
junto convexo, la version geométrica del
Teorema de Hahn Banach (Brezis, 1984),
asegura que existe un hiperplano H= H(t*)
que pasa por x(t*, x, u*) y que deja al
conjunto de accesibilidad S(x, t*¥) de un
mismo lado de H. Entonces, existe un co-
vector 1, ortogonal a H de tal forma que
< Mp &> <0 para cada & € S(x, t*).

Mejor aun, el maximo se
alcanza y es igual a zero exactamente en
x(t*, x, u¥), que corresponde al origen del
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referencial. En efecto, con excepcion del
estado deseado, el angulo que se produce
entre e, y cada vector en S(x, t¥) en el
nuevo referencial es mayor a 90 grados,

Debido al Principio de
Optimalidad de Belman (Bellman, 1957),
cada estado intermedio x(tp, x, u¥) de la
trayectoria optimal x(t, x, u*)) con t € [0,
t*], debe ser un punto optimal de cada
curva que separa, para el mismo proble-
ma optimal pero con estados iniciales y
finales descritos por los extremos. Esto
es, entre [0, to] y [to, t¥]. Como t, es arbi-
trario, existe un grupo a l-parametro de
co-vectores {n: 0 <t < t*}, objeto que es
uno de los principales ingredientes del
PMP, que en muchas situaciones permite
sintetizar en forma explicita la estrategia
optimal y resolver el problema.

El Ejemplo del Tren. Controlabilidad,
Solucion Optimal y Observabilidad

Problema optimal: Detener un tren en
una estacion en tiempo minimo. Este pro-
blema se puede modelar a través del sis-
tema de control lineal

X | [0 1 X, 0

y 00 y 1
representando las ecuaciones de manera
estructurada como en la Definicion ClI,
con funciones de control u: [0,Tu] —-Q =
[-1.1] C R, y en donde y(t) es la velocidad
del tren en el instante t. Como siempre,
U es la clase de funciones localmente in-
tegrables garantizando existencia y unici-
dad de la solucion para a cada estado ini-
cial (X, yo) y para cada u € U.
Obviamente, este sistema es restricto.

u,uelu

Controlabilidad

Geometricamente, el problema de accesi-
bilidad se traduce entonces en transferir
el tren desde el estado inicial (xo, yo) al
origen (0,0) del plano. Si por ejemplo
yo>0, se entiende que al pasar por x, el
tren se mueve con velocidad y, en la di-
reccion de la estacion. Si y <0 el tren se
mueve en la direccion contraria a la esta-
cion, situacion que es perfectamente posi-
ble, si por ejemplo, han llamado al con-
ductor a volver a la estacion de origen.
Antes de iniciar la bus-
queda de una solucioén optima es necesario
saber si el sistema de control lineal restric-
to es controlable. Segun el Teorema CS5,
necesitamos calcular el rango de la matriz
de Kalman y el espectro de A. Un compu-
to inmediato muestra que rango(B AB) =

rango ( (1) (l) ]— 2 y Spec(A)= {0}.

Entonces, el sistema res-
tricto es controlable. En particular, cual-
quier condicion inicial puede ser traslada-
da al origen y el problema de optimal
tiene perfecto sentido.

Optimalidad

El lector puede facil-
mente imaginar que existen muchas for-
mas distintas de transferir la condicion
inicial al origen. Sin embargo, desde el
punto de vista de optimizacion, se necesi-
ta encontrar un control optimal que u*
transporte (Xo, yo) al origen en tiempo
minimo. Es importante destacar que las
transferencias entre estados no se realizan
a través de curvas arbitrarias; si no, solo
a través de aquellas que satisfacen las
ecuaciones diferenciales asociadas al sis-
tema de control X. De acuerdo al PMP,
las tUnicas estrategias Optimas posibles
para nuestro problema se encuentran en
la frontera del conjunto de los estados ac-
cesibles. Esta informacion crucial, trasla-
dada a las funciones de control se reduce
a dos posibilidades a considerar: o
bienu(t) es constante e igual a 1, o bien
u(t) es constante e igual a -1.

Obviamente, el traspaso
de esta informacion desde la frontera
dS(x, t) a la frontera d[-1,1] no es inme-
diato. En realidad, se deduce de las ecua-
ciones diferenciales parciales asociadas al
sistema hamiltoniano del PMP, que como
hemos dicho, escapa al horizonte de estas
notas.

El mismo principio esta-
blece que una combinacion adecuada de
estos dos controles entrega la curva opti-
mal con un maximo de n-1 cambios de
control. En este caso, n= 2, de modo que
a lo mas se necesita un cambio: de u= 1
a u= -1 o reciprocamente.

Obsérvese que este prin-
cipio reduce a priori y de manera notable
la busqueda de una solucion 6ptima desde
un universo infinito de posibilidades con-
tenidas en el conjunto de dimension infi-
nita L, (R.Q=[-1.1]), a una combina-
cion reducida de controles constantes por
pedazos. Con esta informacion jcomo ob-
tener la solucién Optima? En primer lugar,
debemos computar las soluciones de las
dinamicas asociadas a los controles bang-
bang. Para u= 1, obtenemos la ecuacion
diferencial x(t)= y(t), y(t)= 1, cuyas solu-
ciones son parabolas centradas en el eje y
abriéndose hacia la derecha, o sea, conve-
xas respecto del eje y. Por otra parte, para
el control u= -1 se obtiene el sistema
x(t)= y(t), y(t)= 1, cuyas soluciones son pa-
rabolas centradas en el eje y, abriéndose
hacia la izquierda, esto es, concavas res-
pecto del eje y. De entre estas dos fami-
lias de curvas, existen dos trayectorias que
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son esenciales, aquellas que nos trasladan
al origen. Denote por u_ la interseccion de
la curva que nos traslada al origen con
control u= -1, con el semiplano y>0.
Denote por u_ la interseccion de la curva
que nos traslada al origen con control u=
1, con el semiplano y<0. Entonces, la con-
catenacion (unioén) a través del origen de
las semi-curvas u+ con u. que denotamos
por a, es una curva continua que divide el
plano en dos componentes conexas: (R?) y
(R»", a la izquierda y a la derecha de la
curva o, respectivamente.

Considere, por ejemplo,
un estado inicial (xy, yo) € (R?)~ con y>0.
Entonces, usted se dirige hacia la estacion
con una velocidad y, desde una distancia
Xo. Segun el principio debera acelerar al
maximo siguiendo la trayectoria optimal
determinada por el control u= 1. Geomé-
tricamente, Ud. viajara por la unica para-
bola que pasa por (Xo, yo) para la ecuacion
diferencial determinada por u= 1, y que se
dirige al encuentro de la semi-parabola u .
En el punto de interseccion de ambas pa-
rabolas Ud. debe cambiar de estrategia y
se trasladara al origen en tiempo minimo
via u_. En otras palabras, siguiendo la es-
trategia optimal, Ud. acelerard al maximo
durante un periodo de tiempo para des-
pués frenar al maximo durante otro perio-
do de tiempo. ;Coémo saber en qué mo-
mento cambiar de estrategia? Esto es equi-
valente a preguntar ;como calcular el pun-
to en donde debo pasar de la aceleracion
al freno? Bueno, el principio entrega esta
informacion de manera automatica. En
realidad las curvas u_y u, son conocidas,
y dada cualquier condicion inicial del pla-
no las trayectorias de los sistemas con
u= 1y con u= -1 también. Cualquier orde-
nador entrega de inmediato el punto de in-
terseccion. La proyeccion sobre el eje x de
ese punto de interseccion informa al ma-
quinista exactamente donde aplicar, en
este caso, el freno.

Invitamos al lector a ana-
lizar la estrategia optimal para (xo, yo) €
(R?)* con yp>0. Obsérvese que podria
darse el caso de que el tren viniera con
alta velocidad y encontrarse muy cerca de
la estacion.

Observabilidad

En esta seccion analiza-
mos el ejemplo del tren con dos funcio-
nes de observacion: las proyecciones
coordenadas. Mas arriba estudiamos con-
diciones algebraicas para determinar la
propiedad de observabilidad para la clase
de los sistemas lineales de control sobre
espacios euclidianos.

Considérese el sistema
de control lineal restricto 2°! con funcion
de observacion
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,u€& U, con

0
1

X 0 1 X
y 00 )y
h;: R? — R tal que h; (x,y)= x.

De acuerdo al Teorema
Ol debemos computar el rango de la ma-
triz traspuesta de O. En este caso C= (1 0)
y CA= (0 1). De modo que O, posee rango
maximo y el sistema es observable. En
concreto, esto significa que para determinar
cualquier trayectoria del sistema solo es ne-
cesario conocer su proyeccion sobre el eje
x. En otras palabras, conociendo las distan-
cias podemos conocer las velocidades. Sin
embargo, la reciproca no es valida.

En efecto, considérese el
sistema anterior pero con funciéon de ob-
servacion proyeccion en la segunda varia-
ble hy: R* — R. En este caso el rango de
O, es 1 y el sistema no es observable. Es
interesante observar que dados dos puntos
p y q arbitrarios del plano pero con la
misma altura, el sistema no permite distin-
guirlos a través de los controles bang-
bang. En realidad, cada control de este
tipo entrega una familia de ‘pardbolas pa-
ralelas’ centradas en el eje y. De modo
que al proyectar simultaneamente las solu-
ciones con condicion inicial p y con con-
dicion inicial q sobre el eje y, éstas coinci-
den para cada tiempo positivo (y negati-
vo!). De modo que el sistema no puede ser
observable. La clase de inobservabilidad
del origen es 1(0,0)= eje x. De acuerdo al
Teorema OI, la clase de inobservabilidad
de cada estado del plano (xo, yo) € R? vie-
ne dada por I(xq, yo)= (X0, Yo) *+ €je X.

Comentario relativo a la extension de los
resultados mencionados

En Ayala y Tirao (1999)
se introdujo la clase de los sistemas de con-
trol lineales sobre grupos de Lie, donde
cada estado del sistema es una matriz. En
Ayala et al., 2017) fue demostrado que para
esta clase de sistemas los conjuntos de ac-
cesibilidad también se deforman continua-
mente con la métrica de Hausdorff. En
Ayala y Jouan (2016) se establecio la es-
tructura simpléctica asociada a esta clase
de sistemas para obtener una version espe-
cifica del Principio del Maéaximo de
Pontryagin. Finalmente, en Ayala et al
(2001) se obtuvieron las mismas propieda-
des de observabilidad descritas en el
Teorema Ol para la clase mencionada y en
Ayala y Hacibekiroglu (1997) se establecie-
ron condiciones algebraicas y topologicas,
caracterizando la observabilidad local.
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SOME MATHEMATICAL ASPECTS OF LINEAL CONTROL SYSTEMS THROUGH AN OPTIMIZATION PROBLEM

Victor Ayala and Heriberto Roman-Flores

SUMMARY

Through a specific optimization problem, we develop in some
detail the main ingredients of the mathematical theory of linear
control systems on Euclidean spaces. We address the concepts
of controllability, observability and a particular case of the
Pontryagin Maximum Principle for this kind of systems. With

the results established, we explain how to solve the proposed
problem. The main objective of this article is to show to the sci-
entific community certain mathematical techniques that could
be replicated in different disciplines of interest for Interciencia’s
readers.

ALGUNS ASPECTOS MATEMATICOS DOS SISTEMAS DE CONTROLE LINEARES ATRAVES DE UM PROBLEMA

DE OPTIMIZACAO
Victor Ayala e Heriberto Roman-Flores

RESUMO

Através de um problema especifico de optimiza¢do, de-
senvolvemos com algum detalhe os principais ingredientes
da teoria matemadtica dos sistemas de controle lineares so-
bre espacgos euclidianos. Abordamos os conceitos de contro-
labilidade, observabilidade e um caso particular do Princi-
pio do Maximo de Pontryagin para esta classe de sistemas.

Com os resultados estabelecidos, desenvolvemos a solu¢do
para o problema de optimizag¢do proposto. O principal ob-
jetivo deste artigo é mostrar para a comunidade cientifica
certas técnicas matemadticas que poderiam ser replicadas
em distintas disciplinas de interesse para os leitores da Re-
vista Interciéncia.
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