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Introdução

Em uma indústria, o plane-
jamento e controle da produ-
ção (PCP) tem por finalidade 
coordenar e administrar os 
recursos que estão disponíveis 
e são utilizados durante o pro-
cesso de produção, tendo 
como principal objetivo a exe-
cução da maneira mais efi-
ciente e eficaz possível do que 
foi estabelecido para os níveis 
hierárquicos: estratégico, tático 
e operacional. O nível estraté-
gico envolve as decisões de 
longo prazo, definindo os ob-
jetivos mais gerais da empre-
sa, sendo as decisões deste 
nível as que envolvem altos 
investimentos. O nível tático 
abrange as decisões de médio 
prazo e está vinculado com a 
utilização efetiva de recursos 
existentes, com o objetivo de 
cumprir as metas determina-
das no planejamento estratégi-
co, definindo como irá aconte-
cer a produção; por exemplo, 
quais produtos serão produzi-
dos em um determinado 

período (dimensionamento de 
lotes). O nível operacional está 
relacionado ao dia-a-dia da 
produção (curto prazo), cujo 
objetivo é definir as priori- 
dades do nível tático; por 
exemplo, quais as ordens de 
produção dos itens e quais as 
máquinas que serão utiliza- 
das (programação da produ- 
ção), entre outros, conforme 
Fleischmann et al. (1997).

O pressuposto principal dos 
modelos teóricos apresentados 
no decorrer dos últimos anos 
é tentar cada vez mais repre-
sentar de forma realística as 
particularidades dos ambientes 
produtivos. Um importante 
modelo de otimização foi pro-
posto por Meyr (2002), quem 
apresentou um modelo geral 
voltado ao dimensionamento e 
sequenciamento de tarefas 
considerando máquinas para-
lelas distintas o qual foi cha-
mado de GLSPPL (General 
Lot Sizing and Scheduling 
Problem for Parallel Pro- 
duction Lines). Este modelo 
possibilita, além de saber 

quando e quanto produzir, 
decidir onde produzir, ou seja 
em quais máquinas as tarefas 
devem ser executadas com 
objetivo de minimizar custos 
de estocagem de itens, custo 
de setup dependente da sequ-
ência em que os itens são 
produzidos e custo de produ-
ção, porém voltado a somente 
um estágio produtivo.

Alguns processos indus-
triais são organizados de tal 
forma que o processo de mo-
delagem ocorre em mais de 
um estágio produtivo, o que 
torna os modelos mais com-
plexos de serem formulados 
(Seeanner e Meyr, 2013). 
Conforme Fer reira et al. 
(2009) estas decisões são de-
pendentes uma da outra e 
ambas podem consumir altos 
níveis de utilização de capa-
cidade de produção. Seeanner 
e Meyr (2013) apresentam 
uma revisão de literatura so-
bre publicações que abordam 
modelos multi-estágio, citan-
do como referência alguns 
impor tantes t rabalhos da 

área, destacando-se: Grünert 
(1998), Meyr (2004), Araujo 
et al. (2007), Mohammadi 
et al. (2009), Ferreira et al. 
(2009, 2013) e Toledo et al. 
(2009).

Grünert (1998) apresenta 
um problema multi-nível com 
linhas de produção individu-
ais em cada nível, levando 
em consideração tempos e 
custos de setup e aplicando 
restrições de balanceamento 
de estoque para sincronizar 
as etapas de produção. Meyr 
(2004) apresenta um modelo 
baseado em GLSPPL com 
uma estrutura de tempo co-
mum para todas as linhas de 
produção em todas as fases 
de produção. Araújo et al. 
(2007) t rabalham com um 
problema de planejamento de 
duas fases considerando hori-
zonte rolante bem como cus-
tos e tempo de setup depen-
dentes da seqüência. Em uma 
das fases diferentes materiais 
são produzidos e, em outra, 
transformados em vários pro-
dutos. Mohammadi et al. 

bem como em que ordem os itens serão produzidos no primei-
ro estágio, de modo e reduzir custos de produção neste está-
gio, bem como atender ao melhor aproveitamento possível dos 
fornos de teste, evitando a operação destes contendo espaços 
ociosos. Para validação do modelo, propõe-se uma aplicação 
com dados reais obtidos de uma empresa fabricante de inver-
sores, o qual é o resolvido com uso do software CPLEX e as 
heurísticas Relax-and-Fix e Fix-and-Optimize. Nos testes reali-
zados a heurística Relax-and-Fix teve um desempenho melhor 
em cenários onde a quantidade de partições foi maior.

RESUMO

Neste trabalho é apresentado um modelo matemático volta-
do ao sequenciamento e programação da produção em dois 
estágios com um estoque intermediário que envolve a manu-
fatura industrial. O primeiro estágio consiste num ambiente 
onde ocorre a produção de itens em várias máquinas para-
lelas distintas. O segundo é formado por fornos de teste nos 
quais são simuladas situações climáticas adversas de modo a 
testar o funcionamento dos itens fabricados. É proposto um 
modelo matemático para auxílio no processo de gestão das or-
dens de produção, de modo a determinar em quais máquinas 
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PROPOSAL OF A MATEMATICAL FOR THE PRODUCTION AND PERFORMANCE
TEST IN A MACHINE ENVIRONMENT
Sander Joner and Neida M. Patias Volpi

machines and in what order the items will be produced in the 
first stage to reduce production costs at this stage, as well as to 
achieve the best possible use of the test furnaces, avoiding their 
operation with idle spaces. To validate the model, we propose 
an application with real data obtained from a manufacturer of 
inverters, which is solved using CPLEX software, and the Re-
lax-and-Fix and Fix-and-Optimize heuristics. In the tests carried 
out, the Relax-and-Fix heuristic performed better in scenarios 
where the number of partitions was larger.

SUMMARY

In this paper we present a mathematical model for the se-
quencing and scheduling of two-stage production with an inter-
mediate inventory, involving industrial manufacturing. The first 
stage consists of an environment where the production of items 
occurs in several different parallel machines. The second one 
consists of test furnaces in which adverse weather conditions 
are simulated in order to test the operation of the manufactured 
items. A mathematical model is proposed to aid in the process 
management of production orders, so as to determine in which 
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máquinas y en qué orden se producen los artículos en la pri-
mera etapa, de modo de reducir los costos de producción en 
esta etapa, así como lograr el mejor uso posible de la opera-
ción de los hornos de pruebas, evitan que contengan espacios 
vacíos. Para la validación del modelo se propone una aplica-
ción con datos reales obtenidos de un fabricante de inverso-
res, el cual se resuelve con el uso de software CPLEX y las 
heurísticas Relax-and-Fix y Fix-and-Optimize. En las pruebas 
de la heurística de Relax-and-Fix tuvo un mejor desempeño en 
escenarios en los que el número de particiones fue mayor.

RESUMEN

En este trabajo se presenta un modelo matemático destina-
do a la secuenciación y programación de la producción en dos 
etapas con una acción intermedia que implica la fabricación 
industrial. La primera etapa consiste en un entorno donde la 
producción de artículos tiene lugar en varias máquinas parale-
las diferentes. La segunda está formada por los horno de prue-
ba donde se simulan condiciones climáticas adversas con el fin 
de conocer el funcionamiento de los artículos manufacturados. 
Se propone un modelo matemático para ayudar en la gestión 
de proceso de órdenes de producción, a fin de determinar qué 

(2009) consideram uma produ-
ção flowshop multi-nível onde 
todas as máquinas são dispos-
tas em série. Neste modelo 
eles propõem rest r ições de 
sincronização com objetivo de 
impedir a produção de um 
iten em uma determinada má-
quina, a menos que tenha sido 
concluído na máquina anteces-
sora. Fer reira et al. (2009) 
propõe uma aplicação na pro-
dução de refrigerantes em uma 
fábrica de pequeno porte con-
siderando dois estágios inter-
dependentes: xaroparia e enva-
se. Toledo et al. (2009) resol-
veu um modelo de planeja-
mento da produção em dois 
estágios aplicado a um proble-
ma de produção de bebidas 
através da aplicação de algo-
ritmo genético multi-popula-
cional. O modelo considera 
máquinas paralelas com setup 
dependente da sequência 
e custos com backorder. 
Ferreira et al. (2013) propõem 

formulações matemáticas mo-
noestágio voltadas à resolução 
deste mesmo problema com 
objetivo de reduzir suas di-
mensões e consequentemente 
o esforço computacional para 
a resolução.

Neste t rabalho propõe-se 
um modelo de otimização que 
difere dos encontrados na li-
teratura principalmente pelo 
fato de se trabalhar com esto-
ques intermediários limitados 
bem como por considerar um 
problema com períodos divi-
didos em subper íodos com 
demanda não estabelecida 
para cada período, mas sim 
para todo o horizonte de pla-
nejamento. O principal objeti-
vo é apresentar um modelo 
matemático de dimensiona-
mento e sequenciamento de 
lotes num ambiente produtivo 
com máquinas distintas em 
paralelo em um setor de uma 
indústria que sincronize dois 
estágios do planejamento ope- 

racional, a saber: produção e 
teste de funcionalidade, com 
estoque intermediário.

Descrição do Problema

O presente trabalho busca 
contribuir com a pesquisa de 
problemas que envolvem pro-
dução, estoque intermediário e 
teste de funcionalidade para o 
problema de dimensionamento 
e sequenciamento de lotes 
com máquinas em paralelo 
composto por um estágio vol-
tado à fabricação dos itens e 
outro ao teste de funciona-
mento dos itens fabricados no 
estágio anterior, onde entre 
esses estágios há possibilidade 
de se manter um estoque in-
termediário de itens, o qual 
possui limitação de capacidade 
e custos de armazenamento. É 
importante fazer um sincronis-
mo na linha de produção du-
rante o planejamento de pro-
dução, para evitar excessos de 

estoques e paradas de máqui-
nas, reduzindo assim custos 
desnecessários. Quanto ao tes-
te de funcionamento dos itens 
que são enviados a ambientes 
próprios, é importante utilizá-
-los ao máximo possível, pois 
espaços ociosos também aca-
bam gerando custos.

Descrição dos estágios de 
produção

Cada iten a ser produzido é 
submetido a dois estágios. O 
primeiro estágio é formado 
por máquinas paralelas, onde 
ocorre a montagem do produ-
to. Este estágio consiste em 
saber o quanto, em qual má-
quina e sequência os itens 
deverão ser produzidos de 
modo a atender às necessida-
des do segundo estágio, pois a 
produção de diferentes itens 
em uma mesma máquina im-
plica em custos de preparação 
da máquina, denominado de 
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custo de setup. Após a produ-
ção dos itens no primeiro es-
tágio, estes são enviados para 
um estoque intermediário com 
capacidade limitada de arma-
zenamento, de modo a aguar-
dar a produção de um número 
suficiente de itens para com-
por um lote, para então serem 
enviados ao segundo estágio. 
Esse estágio consiste num se-
tor de teste de funcionamento 
dos itens, que é composto por 
fornos de teste que operam a 
uma temperatura elevada e 
simula o funcionamento dos 
itens produzidos em condições 
extremas que contam com co-
nectores (slots) apropriados a 
cada tipo de iten que deve ser 
testado. Cada iten submetido a 
um forno de teste deve ficar 
ali acondicionado por um tem-
po f ixo determinado, onde 
durante esse tempo o iten per-
manece em operação, simulan-
do seu real funcionamento em 
condições de temperatura e 
umidade ajustadas de acordo 
com as especif icidades de 
cada tipo de iten. A necessida-
de do teste em fornos se justi-
fica pelo fato de que alguns 
tipos de itens são componen-
tes de máquinas que operam 
em condições severas de tem-
peratura e umidade e por isso 
deverão também ser testados 
nessas mesmas condições.

Descrição do problema 
proposto

É importante salientar que o 
segundo estágio (forno de tes-
te) é dependente da saída de 
itens do pr imeiro estágio. 
Sendo assim, um dos proble-
mas encontrados é organizar 
as quantidades bem como o 
sequenciamento da produção 
nas máquinas paralelas que 
compõe o primeiro estágio, 
para que as saídas de itens 
estejam programadas de forma 
que ao mesmo tempo seja mi-
nimizada a geração de estoque 
intermediário de itens não tes-
tados evitando filas de itens, 
para que se evite a operação 
de um forno de teste com es-
paços ociosos. Ainda no pri-
meiro estágio, quando uma 
máquina passa a ter que pro-
duzir um novo tipo de iten, o 
processo de funcionamento 

precisa ser interrompido para 
que esta seja configurada (se-
tup). Esse tempo de setup nes-
te problema é dependente da 
sequência em que os itens são 
produzidos, onde o tempo para 
troca de um iten i para um 
iten j pode ser diferente do 
tempo troca do mesmo iten j 
para o iten i.

Observa-se que nem sempre 
é possível ou viável produzir 
uma quantidade que possa 
suprir a capacidade do forno 
de teste em um determinado 
período. Sendo assim, na for-
mulação do modelo matemáti-
co foi aplicada uma penalida-
de relacionada com o custo de 
operação de um espaço vazio 
em cada forno de teste, cujo 
valor varia conforme as espe-
cificações técnicas de cada um 
desses fornos. Devido à busca 
pela minimização de custos, 
torna-se necessár io sempre 
que possível, utilizar ao máxi-
mo a capacidade dos fornos, 
buscando atender às demandas 
previstas para o horizonte de 
planejamento.

Modelo Matemático

O modelo matemático para o 
problema em estudo foi formu-
lado a partir da ideias propos-
tas no GLSPPL de Meyr 
(2002), cujo horizonte de pla-
nejamento é formado por T 
períodos, e cada um dos perío-
dos t é dividido em subperío-
dos s. O conjunto de todos os 
subperíodos s, que compõe o 
horizonte de planejamento é 
representado por W.

Para resolver a problemática 
apresentada, foram cr iadas 
novas restrições ao GLSPPL 
de modo a minimizar o esto-
que intermediário existente 
entre a saída das máquinas 
paralelas e a entrada dos itens 
nos fornos de teste, e ainda 
para maximizar a carga de 
cada forno de teste. Cada um 
dos períodos foi dividido em 
subperíodos, tornando-se pos-
sível a produção de mais de 
um tipo de iten em cada má-
quina em um mesmo período, 
desde que haja capacidade 
(tempo) disponível.

A seguir é desenvolto o mo-
delo matemático do problema 
proposto.

 Parâmetros:

N: quantidade de itens;
M: quantidade de máquinas;
T: quantidade de períodos no 

horizonte de planejamento;
W: quantidade de subperíodos;
F: quantidade de células de 

teste (fornos).

 Índices:

i: iten (i= 1, …, N);
l: máquina (l= 1, …, M);
t: período de produção (t= 1, 

…, T);
s: subperíodo (s= 1, …, W);
f: células de teste ou fornos (f= 

1, …, F).

 Dados:

Di: demanda do iten i no final do 
horizonte de planejamento;

lminil: lote mínimo do iten i 
produzido na máquina l;

stijl: tempo de setup para a pro-
dução do iten j imediata-
mente após o iten i na má-
quina l;

CPlt: capacidade de produção 
disponível da máquina l no 
período t;

pil: tempo de produção de uma 
unidade do iten i na máqui-
na l;

csijl: custo de setup para produ-
zir o iten j imediatamente 
após o iten i na máquina l;

cpil: custo de produção do iten 
i na máquina l;

h i: custo de manutenção de 
uma unidade do iten i não 
testado em estoque por 
período;

cfixof: custo fixo da utilização 
do forno f;

cfmanf: custo de manutenção 
do forno f para a realização 
do teste de carga;

SPl: conjunto de itens que po-
dem ser produzidos na má-
quina l;

Wt: conjunto dos subperíodos 
contidos no período t;

CCTf: ocupação máxima em 
área do forno f;

ai: área ocupada pelo iten i no 
forno f;

CAT: capacidade de armazena-
mento de itens testados para 
todo o horizonte de 
planejamento;

 Datos (continuacíón)

CANTt: capacidade de armaze-
namento de itens não testa-
dos para cada período t;

Ii0: quantidade de iten i não 
testado no estoque interme-
diário, no início do horizon-
te de planejamento;

xi0l: 1, se a máquina está pre-
parada para produzir o iten 
i na máquina l no início do 
horizonte de planejamento; 
0, caso contrário.

 Variáveis de Decisão:

qisl: quantidade do iten i produ-
zido no subperíodo s na 
máquina l;

Iit: quantidade do iten i não 
testado em estoque no final 
do período t;

qcit: quantidade do iten i que 
será enviado à célula teste 
dedicada a este iten, no perí-
odo t;

zft: igual a 1, se o forno f está 
sendo utilizado no período 
t; e 0, caso contrário;

wft: é igual a 1, se o forno foi 
preparado pela primeira vez 
com custo para o teste de 
carga; e 0, caso contrário;

qcfitf: quantidade do iten i que 
será enviado ao forno f no 
período t;

xisl: igual a 1, se a máquina l 
está preparada para produzir 
o iten i no subperíodo s; e 
0, caso contrário;

yijsl: igual a 1, se há setup do 
iten i para o iten j na má-
quina l no subperíodo s; e 
0, caso contrário;

As condições iniciais são 
representadas por:

Ii0: quantidade de iten i não 
testado no estoque in- 
termediário, no período 
inicial;

xi0l: tem valor 1, se a máquina 
l está preparada para pro-
duzir o iten i na máquina 
l no início do horizonte 
de planejamento; 0, caso 
contrário.

Nas Eqs. 1 à 17 é apresenta-
do o modelo matemático para 
o problema em estudo.
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A função objetivo (1) repre-
senta a minimização dos custos 
variáveis com setup, produção, 
armazenagem e custos de ma-
nutenção e de utilização do 
forno.

min CSijl
i∈SP1

∑
i∈SP1

∑
s=1

W

∑
l=1

M

∑ ⋅yijsl +

  cpil
i∈SP1

∑
s=1

W

∑
l=1

M

∑ ⋅qisl +

  hi
i=1

N

∑
t=1

T

∑ ⋅ lit +

  cfmanf ⋅zft + cfixo ⋅wft( )
t=1

T

∑
f=1

F

∑

 (1)

A restrição (2) garante que a 
quantidade de horas consumidas 
na produção, adicionada da 
quantidade de horas necessárias 
para preparação da máquina, 
seja menor ou igual à capacida-
de disponível em cada máquina 
em cada período de tempo.

pil
i∈SP1

∑
s∈Wt

∑ ⋅qisl +

  stijl
j∈SP1

∑
i∈SP1

∑
s∈Wt

∑ ⋅yijsl ≤ CPlt

   l = 1,  …,  M;   t = 1,  …,  T

 (2)

A restrição (3) indica que 
somente haverá produção do 
iten i no subperíodo s se a má-
quina estiver preparada para o 
iten (xisl = 1).

 
pil ⋅qisl ≤ CPit ⋅Xisl      
   l = 1,  …,  M;   i∈SPl;
   t = 1,  …,  T;   s ∈Slt

 (3)

A restrição (4) impõe uma 
condição de lote mínimo de 
produção para cada tipo de 
iten em um subperíodo e que 
somente é ativada, quando 
ocorre a preparação de máqui-
na para um novo iten.

qisl ≥ lminil⋅ xisl − xi,s−1,l( )
  l = 1,  …,  M;    i∈SPl;    s ∈Wt

 (4)

A restrição (5) determina 
que a máquina esteja preparada 
para produzir somente um iten 
por máquina em cada subperí-
odo s.

xisl
i∈S1

∑ = 1   l = 1,  …,  M;    s ∈Wt  (5)

A restr ição (6) indica se 
houve mudança de produção do 
iten i para o iten j na máquina 
l entre os subperíodos.

yijsl ≥ xi,s−1,l + x jsl −1
   l = 1,  …,  M;    i, j∈SPl;
   s = 1,  …,  W

 (6)

A restrição (7) realiza o ba-
lanço de estoques, relacionando 
quantidades produzidas, estoque 
intermediário de itens a serem 
testados com quantidade envia-
da para cada célula teste para 
cada iten por período em todo 
o horizonte de planejamento.

li,t−1 + qisl
s∈Wt

∑
l=1

M

∑ − lit = qcit

  t = 1,  …,  T   i∈SPl

 (7)

A restrição (8) indica que a 
quantidade de itens enviados 
para a célula de teste deve ser 
no máximo a quantidade em 
estoque do iten no período 
anterior.

 
qcit ≤ li,t−1    
  i = 1,  …, N;    
  t = 1,  …,  T

 (8)

A restrição (9) garante que a 
quantidade de itens não testados, 
que compõem o estoque inter-
mediário, não exceda a capaci-
dade de armazenamento de itens 
não testados após retirados os 
itens enviados aos fornos.

lit
i=1

N

∑ ≤ CANTt    t = 1, …, T  (9)

A restrição (10) determina 
que a quantidade do iten i que 
será enviado a célula de teste 
no período t seja igual ao con-
junto de todos os itens que 
serão enviados ao forno f no 
período t.

 
qcit = qcfitf

f=1

F

∑
  i = 1,  …,  N;
  t = 1,  …,  T

 (10)

A restrição (11) indica que a 
quantidade máxima do iten i 
que será enviado ao forno f no 

período t seja no máximo a 
ocupação em área do forno f. 

 
ai

i=1

N

∑ ⋅qcfitf ≤ CCTf ⋅zft

  t = 1, …, T;
  f = 1, …, F;

 (11)

A restrição (12) indica se o 
forno foi preparado pela pri-
meira vez com custo durante o 
período t.

 
wft ≥ zft − zf,t−1

  f = 1, …, F;
  t = 1, …, T

 (12)

A restrição (13) garante que 
a quantidade de itens testados 
nas células de teste durante o 
horizonte de planejamento não 
ultrapasse a capacidade máxi-
ma de armazenamento de itens 
testados.

 qcit
i=1

N

∑
t=1

T

∑ ≤ CAT  (13)

A restrição (14) determina 
que a quantidade total do iten i 
que será enviada à célula de 
teste dedicada a este iten em 
todos os períodos, deve ser 
pelo menos igual à demanda 
do iten i estabelecida para o 
horizonte de planejamento.

qcit
t=1

T

∑ ≥ Di      i = 1, …,  N  (14)

A restrição (15) indica que 
as máquinas não estão prepara-
das para nenhum iten no início 
do horizonte de planejamento 
T.

 
xi0l = 0    
  l = 1, …, M;   i∈SPl

 (15)

A restrição (16) indica que 
as variáveis xisl e zft são 
binárias.

xisl,  zft ,  wft ∈ 0,1{ }
  l = 1,  …,  M;    i∈SP1;
  s = 1,  …,  W;   f = 1, …,  F;
  t = 1,  …,  T

 (16)

A restrição (17) indica que 
as variáveis qisl, qcit ,qcfitf e 

Iit são inteiras não negativas e 
que as variáveis yijsl são reais 
não negativas, pois pela formu-
lação do modelo, não há neces-
sidade de definir as variáveis 
yijsl como inteiras, pois estas 
são obtidas da combinação de 
variáveis binárias.

qisl,  qcit ,  lit ∈Z+;    yijsl ≥ 0
  l = 1,  …,  M;    i = 1, …, N;
  t = 1,  …,  T;    s = 1, …, W;

 (17)

Implementação e Aplicação 
do Modelo Proposto

Para efeito de funcionamento 
do modelo matemático propos-
to é apresentado um cenário 
para um problema de pequeno 
porte chamado de P1. Neste 
caso é possível aplicar uma 
metodologia exata. Já para pro-
blemas de grande porte, uma 
metodologia aproximada será 
proposta utilizando as heurísti-
cas Relax-and-Fix (RF) e Fix-
and-Optimize (FO). 

A demanda considerada alta 
para cinco itens, utiliza ~90% 
da capacidade de produção 
instalada. Considera-se oito 
períodos divididos em subperí-
odos. O número de subperío-
dos foi considerado igual ao 
número de itens para permitir 
que qualquer iten possa ser 
produzido em qualquer um 
deles. Em relação aos custos, a 
empresa apenas forneceu os 
valores limitantes. Os cinco 
itens são de diferentes dimen-
sões com área projetada conhe-
cida. Estas informações são 
necessárias pois a ocupação do 
forno é calculada através da 
restrição (11) do modelo mate-
mático. Os dados utilizados 
para a aplicação do modelo 
proposto estão disponíveis em 
Joner (2016).

O problema P1 foi executado 
em um computador com pro-
cessador Intel Core i5 de 
1.7GHz e 8Gb de memória 
RAM, bem como o pacote 
computacional IBM ILOG 
CPLEX (Optimization Studio) 
12.6. O tempo de execução foi 
~1h e 45min para obter a solu-
ção ótima.

A Figura 1 mostra a repre-
sentação gráfica dos resultados. 
Observa-se o sequenciamento 
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dos itens nas máquinas M1 e 
M2, os setups ocorridos nos 1º, 
2º e 3º períodos na máquina 
M1 e no 1º período da máqui-
na M2. O forno F1 teve sua 
ocupação máxima a partir do 
2º período e o forno F2 a par-
tir do 5º período. A capacidade 
de produção da máquina M1 
está quase no limite. Os fornos 
quando utilizados estão na sua 
capacidade máxima, e quando 
não são utilizados estão desli-
gados. A máquina M2 tem 
ociosidade nos 2º e 3º perío-
dos, porém não é possível an-
tecipar a produção do iten 5 do 
3º para o 2º período devido a 
capacidade do forno F1 no 2º 
período já ter atingido o seu 
máximo de ocupação. O fluxo 
do estoque intermediário com 
capacidade de 100 unidades 
está bem controlado, conforme 
mostra a Figura 2.

Para obter a solução do mo-
delo proposto em situações de 
grande porte foram utilizadas 

as heurísticas Relax-and-Fix e 
Fix-and-Optimize, que se ba-
seiam na decomposição das 
variáveis inteiras do problema 
original em subconjuntos 
disjuntos. Essas heurísticas fo-
ram escolhidas devido ao seu 
desempenho na resolução de 
diversos problemas práticos de 
dimensionamento e sequencia-
mento de lotes similares ao 
tratado nesse trabalho, como 
citado em Beraldi et al. (2008), 
Ferreira et al. (2009) e 
Ulbricht (2015).

Neste trabalho foram utiliza-
das as heurísticas Relax-and-
Fix e Fix-and-Optimize com 
três tipos de partições, confor-
me em Furlan (2011). Para este 
processo de relaxação foram 
escolhidas as variáveis xisl que 
são binárias e consistiu-se em 
torná-las reais no intervalo 
[0,1]. As partições consideradas 
foram: por períodos (RF-P), 
por máquinas (RF-M) e por 
itens (RF-I) na heurística 
Relax-and-Fix. A heurística 
Fix-and-Optimize é um método 
de melhoria, que necessita de 
uma solução inicial factível, 
que neste trabalho foi conside-
rado a solução da heurística 
Relax-and-Fix. Para esta heu-
rística também foram aplicadas 
as partições de variáveis em 
relação aos períodos (FO-P), às 
máquinas (FO-M) e aos itens 
(FO-I).

Para a realização dos experi-
mentos foram propostos quatro 
problemas (P1, P2, P3 e P4) de 

tamanhos diferentes afim de 
gerar as instâncias de teste. Os 
problemas envolvem de 5 a 20 
itens, 2 a 3 máquinas e 2 a 3 
fornos. A capacidade de pro-
cessamento em cada máquina 
foi fixada em 480min, distribu-
ídos em oito períodos, o que 
equivale a um dia de trabalho 
de 8h. O problema P1 já foi 
resolvido pela metodologia exa-
ta e sua solução está represen-
tada na Figura 1. Os problemas 
P2 e P3 correspondem a mes-
ma situação do problema P1, 
porém com o aumento de nú-
mero de itens e demanda total 
em torno de 90% da capacida-
de instalada. No problema P4 o 
número de itens aumentou para 
20, e para manter a mesma 
proporção de utilização da ca-
pacidade instalada foi necessá-
rio acrescentar uma máquina. 
Estes novos testes foram exe-
cutados no mesmo computador 
conforme já citado.

Para a análise da eficiência 
das heurísticas adotou-se como 
critério de parada o tempo de 
execução de 1h e o cálculo do 
(GAP) relativo, onde o GAP é 
calculado pela expressão (18), 
em que f(x) e ML representam 
o valor da função objetivo ob-
tido pela heurística e do me-
lhor limitante inferior encon-
trado pelo CPLEX, 
respectivamente:

GAP =
f x( )−ML
f x( )

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
×100%  (18)

A Tabela I mostra as solu-
ções (valor da função objetivo, 
o GAP e o tempo) dos quatro 
problemas, obtidas pelo 
CPLEX puro e pelas diferentes 
estratégias de partições das 
heurísticas Relax-and-Fix e 
Fix-and-Optimize. Para o pro-
blema P1, observa-se que os 
valores da função objetivo das 
heurísticas estão bem próximo 
do valor da função objetivo do 
CPLEX, o que demonstra con-
fiabilidade no método e um 
ganho computacional enorme 
de tempo em relação ao mes-
mo. No problema P2 é possível 
observar que houve um ganho 
com a aplicação das heurísticas 
em relação ao CPLEX, porém, 
não houve uma grande melhora 
da heurística Fix-and-Optimize 
em relação à Relax-and-Fix. 
Para o problema P3 observa-se 
que as heurísticas apresentam 
um GAP menor em relação ao 
GAP do CPLEX, exceto as 
heurísticas RF-P e FO-P. No 
cenário P4 houve um ganho 
computacional para as heurísti-
cas RF-I e FO-I em relação ao 
CPLEX e observa-se que as 
heurísticas apresentam um 
GAP menor em relação ao 
GAP do CPLEX, exceto a heu-
rística RF-M.

Conclusões

O modelo matemático pro-
posto para o problema em es-
tudo mostrou-se eficaz através 
dos testes realizados, pois ob-
servou-se um controle de pro-
dução nas máquinas, não dei-
xando-as ociosas, e ao mesmo 
tempo um controle nos esto-
ques intermediários afim de 
não gerar filas para o teste de 
funcionalidade. É importante 
observar que tanto o estoque 
intermediário não ficou no seu 
limite como os fornos não fi-
caram subutilizados. Foram 
apresentados testes computa-
cionais utilizando-se as heurís-
ticas Relax-and-Fix e Fix-and-
Optimize, pois a medida que 
aumenta-se o número de itens, 
máquinas e fornos, o modelo 
não consegue ser resolvido de 
forma exata.

O desempenho da heurística 
Relax-and-Fix depende da di-
mensão dos subproblemas, do 
tempo de busca em cada um, 

Figura 2. Fluxo do estoque inter-
mediário do problema P1. Cant: 
quantidade itens não testados no 
estoque intermediário.

Figura 1. Representação gráfica do problema P1.
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como também da solução ini-
cial no primeiro subproblema. 
Em relação aos problemas tes-
tados, como o número de itens 
é maior que o número de perí-
odos e máquinas implica que a 
quantidade de subproblemas a 
serem resolvidos no RF-I é 
bem maior que no RF-P e RF-
M, o que tende a gerar resulta-
dos com mais rapidez. Isso 
justifica alguns bons resultados 
dessa técnica tal como em P3 
e P4. Os resultados obtidos 
pelo RF-M foram em geral de 
pior qualidade, pois cada sub-
problema relativo a dois ou três 
máquinas tem uma dimensão 
quase parecida com o do pro-
blema resolvido no CPLEX. 
Dependendo da solução inicial 
no primeiro subproblema do 
RF-M pode-se inclusive chegar 
a uma solução de pior qualida-
de em igual tempo de execu-
ção que o obtido pelo CPLEX 
como aconteceu no P4.

A técnica Fix-and-Optimize 
não contribuiu em melhorias 
nos testes realizados, apesar de 
ter-se dado mais 1h para tal 
fim, com exceção no P4, onde 
houve um ganho considerável. 
Justifica-se esse mau desempe-
nho devido ao fato de que a 
heurística Fix-and-Optimize 
considera uma solução conhe- 
cida e f ixa um conjunto de 

variáveis de n-1 partições que 
pode não gerou melhoria nas 
variáveis da par tição a ser 
otimizada.

Considerando todas essas 
observações conclui-se que em 
função do tempo computacio-
nal gasto a heurística Fix-and-
Optimize não teve um bom 
desempenho como técnica de 
melhoria. A heurística Relax-
and-Fix mostrou-se mais ade-
quada e, em função dos testes 
realizados, a melhor partição a 
ser utilizada tem a ver com a 
maior quantidade de subproble-
mas a serem resolvidos, como 
na partição RF-I.

A principal contribuição des-
se trabalho foi a proposta do 
modelo matemático para pro-
blemas de programação e se-
quenciamento da produção com 
estoques intermediários entre a 
produção do iten e seu teste de 
funcionalidade. A vantagem é 
que esse modelo pode ser apli-
cado a qualquer setor de uma 
indústria devido a sua própria 
formulação.
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